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1. Rozwazmy przestrzen afiniczng R? ze standardowym iloczynem skalarnym. Niech
K = (1,1,1) +1in((2,0,1))
oraz L = (1,2,1) 4+ lin((1,0, —2)).
a) Znalezé wzor na takie przeksztalcenie afiniczne f: R® — R3, ze f(p) = p dla kazdego p € L oraz

FU(1,1,1) +¢(2,0,1)) = (1,2,1) + ¢(1,0, —2),

dlat e R.

Mamy f((LQ,l)) = (172’1) oraz fl((1705_2)) (1 0, 2) f((L ) (0 -1 0)) = f((Ll,l))
(1,2,1) + (0,0,0), wiec f'((0,—1,0)) = (0,0,0) oraz (( ,1) +( —1 —1)) = f((~1,1,0)) =
(0,2,3) = (1,2,1)+(—1,0,2), a wiec f'((—2,—1,—1)) = (~1,0,2). Zatem f' ((1 0,0)) = (7/5,0,—-8/5),
f'((0,1,0)) = (0,0,0) oraz f'((0,0,1)) = (-~1/5,0,2/5), zatem f'((z,y,2)) = g(m — 2,0, -8z + 22)
oraz f((0,0,0)) = (1,2,1) — £(6,0,—6) = £(—1,10,11). Zatem

1
fl(z,y,2) = 3(75(} —z—1,10,—8x + 2z + 11).

b) Znalezé odlegto$¢ p(K, L) miedzy prostymi K i L.
Roéwnania na przestrzenie prostopadile to 2z + z = 0 oraz x — 2z = 0, zatem przestrzen prostopadia do
obu to lin((0,1,0)) i taki wektor akurat taczy punkty (1,1,1) oraz (1,2,1), czyli ta odlegtosé to 1.

c) Ile jest izometrii f: R3 — R3, Ze
f((1,1,1) +¢(2,0,1)) = (1,2,1) + ¢(1,0, —2),

dlat € Roraz f[L] = K.

Czyli réwniez f[K] = L. W szczegblnosci f’ jest izometrig liniowa na lin((2,0,1), (1,0, —2)), w ktérej
1'(2,0,1) = (1,0,—2). Takich izometrii jest dwie. Zatem sa tylko cztery izometrie liniowe takie, ze
1'(0,1,0) = (0,1,0) lub f/(0,1,0) = —(0,1,0). Majac dane f’ oraz wiedzac, ze f((1,1,1)) = (1,2,1)
przeksztalcenie f jest wyznaczone jednoznacznie. Czyli jest takich izometrii cztery.

2. Niech A, B, C beda trzema punktami przestrzeni afinicznej R"™. Budujemy trzy $rodkowe 4 = af(A, B/2+

C/2),lp =af(B,A/2+4 C/2) oraz lc = af(C, A/2 + B/2).

a) Udowodnij, ze zbidr [4 Nlp Nl jest niepusty.
Punkt X = A/3+B/3+C/3 = A/3+(2/3)(B/2+C/2) = B/3+(2/3)(A/2+C/2) = C/3+(2/3)(A/2+
B/2) lezy na wszystkich trzech prostych.

b) Udowodnij, ze jesli I, Nlp ma co najmniej dwa punkty, to dimaf(A, B,C) < 2.
Przecigcie dwoch podprzestrzeni afinicznych jest podprzestrzenia afiniczna, a skoro l4 N Ilp ma co
najmniej dwa punkty, to jest to co najmniej prosta. Tymczasem l4 jest to co najwyzej prosta, ktérej

la Nip jest podprzestrzenia. Zatem l4 = l4 NIlp oraz analogicznie lp = 4 Nip, czyli l4 = lp. Zatem
B/2+C/2 € af(B,A/2+ C/2). Zatem

B/2+CJ2=(1—t)B+tA)2+tC)/2,



zatem

(1—t)C =tA+(1-2t)B,

co jedli 1 —t # 0 daje

C=tA/(1—t)+ (1—-2t)B/(1 —1t),

czyli C € af(A, B), a zatem dim af(A, B, C)

= dimaf(A, B) < 2. Jedli zas t = 1, to

BJ2+C/2=AJ2+C/2,

czyli A = B i takze dimaf(A, B,C) = dimaf(4,C) < 2.

3. Badamy podprzestrzenie afiniczne R*:

A=af((1,1,1,1),(1,0,1,1),(0,1,0,1),(3,1,3,1))

) ) )

oraz

B- 2I1+2I27$37I4:2
' {E1+2(E2:3

Znajdz baz¢ punktowa A N B.

Mamy: A = (1,1,1,1) + 1lin((0
oraz

5_17()’0)) (_1a0a

T(B): 2014+ 219 —x3 — 24 =0
1+ 229 =0

Zatem T'(A) = {(a,b,a,0): a,b € R}, sprawdzamy kiedy taki wektor lezy w T'(B):

a+2b=0
a+20=0

Czyli taki T(A)NT(B) = AﬂB) = lin((-2, 1,
ANDB jest (1,1,1,1),(-1,2,—-1,1).

-1,0),(2,0,2,0)) = (1,1,1,1) + lin((1,0,1,0), (0,1,0,0))

—2,0)). Zatem skoro (1,1,1,1) € AN B, to baza punktowa

4. Napisz wzér i macierz rzutu f: R3 — R3 na prosta [ = af((1,—2,3),(1,0,2)) wzdhuz ptaszczyzny opisanej

réwnaniem

1’1—1’2+£L’3:2.

Niech M : x1 —xo+x3 = 2, zatem T'(M) = lin((1, 1,0), (—
Zatem f'((1,1,0)) = f'((=1,0,1)) = (0,0,0) oraz f'((0,2,-1)) = (0,

1,0,1)). atomiastl:(l,

—1). Zatem
,0)) = (0,2,-1)/3,
,0)) = (0,-2,1)/3,
;1)) = (0,2, -1)/3.

f((ov 0, 0)) = f((]-v _273)) - f/((la _273)) =

F((,
f((,
F((,
Natomiast
(1,-2,3) — (0,2,-1)/3 4+ 2(0, -2,
Zatem

0 1

1
f(v):§ 2 -2 2 |-WwT+| -6

5. Niech prosta K C R3 przechodzi przez punkty (0, 1,0) i (1,1,0), zaé prosta L =

oraz p = (2,—1,—1). Znajdz:

~1 13/3

1)/3 —3(0,2,—1)/3 = (1, —6,13/3).

(1,1, 1) +1in((0

2, -1)).

) _17 _1))



a) uklad réwnan opisujacy prosta przechodzaca przez punkt p oraz przecinajaca proste K i L,
Prosta ta lezy na przecieciu plaszczyzny M; przechodzacej przez p i zawierajaca K oraz plaszczyzny
M zawierajacej p i L.
Mamy T'(M;) = lin((1,0,0),(2,—2,—1)), zatem jest opisane réwnaniem y — 2z = 0, za$ T (M3) =
lin((0,—1,-1),(1,—2,0)), zatem jest opisane réwnaniem 2z + y — z = 0, zatem jesli N to szukana
prosta, to T'(IV) jest opisane ukladem réwnan:

y—2z=0
2r+y—2=0

a skoro p € N, to uklad réwnan na N to
y—2z=1
2x4+y—2=4

Rozwiazujac uklad réwnan na T'(N) dostajemy, ze jest rozpiete przez (—1,4,2), zatem

b) parametryzacje tej prostej,

N =(2,-1,-1)+t(—1,4,2) = (2 — ¢, —1 + 4, —1 + 2¢),

teR.

¢) wzoér i macierz przeksztalcenia afinicznego f: R® — R3 takiego, ze f(K) = {(0,0,—1)} oraz f(L) =

{(1,0,0)}.

Mamy: £(0,1,0) = (0,0, —1), f(1,1,0) = (0,0, —1), f(1,1,—1) = (1,0,0) i f(1,0,—2) = (1,0,0). Co
wiecej (0,0,0) = (0,1,0)+(1,1,0) —2(1,1, —1)+ (1,0, —2) jest kombinacja afiniczna (1+1—-2+1 = 1),
zatem

£(0,0,0) = (0,0,—1) + (0,0, —1) — 2(1,0,0) 4+ (1,0,0) = (—1,0, —2).

Liczymy pochodna:
f'(l,0,0) = f(]-a 170) - f(ov 170) = (anao)a

fl(ov 130) = f(Ov 170) - f(0,0,0) = (1307 1)7
f/(0707 1) = f(la 130) - f(la 13 71) = (71707 71)
Zatem f(x,y,2)=(y—2—1,0,y — 2z — 2). Oraz

6. Niech L = (2,1,0) + lin((1,0, 1)) C R? oraz
M ={(z,y,2): z+ 2y — z = 2}
Zmalezé:
a) wzor na przeksztalcenie f: R? — R? bedace rzutem na L wzdtuz

W =1in((1,1,1), (0,1,3)),

f1((1,0,-1)) = (1,0,-1)
(( 1,1)) = (0,0,0)
£'((0,1,3)) = (0,0,0)
Zatem f'((x,vy, )) =2z —3y+2,0,—2x+3y—2). f£((0,0,0)) = f((2,1,0)) — f'((2,1,0)) = (2,1,0) —

(1,0,—1) = (1,1,1). Zatem

fl(z,y,2)) =2z =3y +2+1,1, 204+ 3y —z+1).



b) parametryzacje obrazu plaszczyzny M w jednokladnosci o érodku (0,0,1) i skali 2.

M={2-2y+2z2y,2):y,2 € R} =(2,0,0) +1lin((—2,1,0),(1,0,1)).
Ale ¢((2,0,0)) = (0,0,1) +2(2,0,—1) = (4,0, —1). Zatem szukany obraz to
(4,0, —1) +1in((—2,1,0),(1,0,1)) = {(3 — 2a + b,a,b) € R*: a,b € R}.
7. Wykona¢ nastepujace polecenia.

a) Podaé definicje iloczynu skalarnego na rzeczywistej przestrzeni liniowej oraz definicje iloczynu wekto-
rowego wektorow vy, ...,v,_1 W n-wymiarowej zorientowanej przestrzeni euklidesowej liniowe;j.
Tloczyn skalarny dwoch wektordw «, 3, to funkcja V x V — R, («, 8), taka, ze:

(i) (au+ bv,w) = alu, w) + blv, w),

(ll) <U,U> = (v,u),

(iii) dla kazdego niezerowego u, {u,u) > 0.

Powiemy, ze vy, jest iloczynem wektorowym wektoréw vy, ...,v,—1 (0zn. v, = vy X ... X v,_1), jesli
(i) v, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy vi,...,v,—1 jest ukladem liniowo zaleznym,
(ii) w przeciwnym przypadku, vy, ...,v,_1, v, jest dodatnio zorientowana baza V,

vp € (lin(vy, ... vp_1))"

oraz

lonll = VW (v1,. .., 00-1).

b) Niech (-,-): V xV — R bedzie iloczynem skalarnym na przestrzeni V oraz niech vy, ..., v bedzie ukla-
dem prostopadlym niezerowych wektoréw w przestrzeni V. Wykazaé, ze uklad vy, ..., vy jest liniowo
niezalezny.

Zalozmy, ze a1v1 + ... axvgr = 0, wtedy

(a1v1 + ... + agvg) = {0,0)

Ale
(ayv1 + ... + apvg) = Z (a;vs, ajv;)

1<4,5<k

Natomiast, skoro sa prostopadle dla ¢ # j, (v;,v;) = 0, zatem
k
0= (a1v1 + ...+ apv) = Za?\|vi||2
i=1
Zatem dla kazdego 4, a?||v;|| = 0, a skoro wektory sa niezerowe, to a; = 0, co dowodzi ich liniowej
niezaleznosci.
8. W przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym dane sa

H = {(21,22,23) € R3: x1 + 29 + 25 = 2}

oraz

(2,0,1) +lin((1,0,1))

L
K = (1,2,1) +1in((1,1,0))

a takze krzywa S = {(¢,t,t): t € R}.

a) Znalez¢ parametryzacje prostej M bedacej obrazem prostej L w symetrii prostopadlej wzgledem plasz-

czyzny H.
n=(1,1,1), (3/2,0,1/2) € H N L. Kierunek rzutu T'(L) na T(H) to
S (1,0,1) - 21,1 = 2 —2,1)
r= ) ) 3 ) ) - 3 ) *

Zatem kierunek symetryczny to 2(1,—2,1) — (1,0,1) = £(—1,—4,—1). To znaczy, ze
M =(3/2,0,1/2) +1in((1,4,1)) = {(3/2 + a,4a,1/2 + a): a € R}.



b)

Obliczy¢ odlegtos¢ prostej L od prostej K.

Przestrzenie prostopadle sa opisane odpowiednio przez réwnania x + z = 0 oraz z +y = 0 co daje
(1,—1,—1) jako kierunek prostopadly do obu prostych. Zatem plaszczyzna x —y—z = 0 jest réwnolegla
do dwdéch réwnoleglych plaszczyzn zawierajacych te proste. Jednato r—y—z =1l adrugatoxr—y—z =
—2. (1,0,0) jest punktem pierwszej z nich, zas (1,0,0) — (1,—1,—1) = (0,1,1) jest punktem drugiej z
nich, gdzie (1, —1, —1) jest prostopadly, wiec wyznacza odleglosé pomiedzy nimi, ktéra wynosi v/3.
Na krzywej S znalezé punkt lezacy na najblizej ptaszczyzny H.

Plaszczyzny réwnolegle do H to x1 + o + x3 = a. Patrzymy jakie a moze osiagna¢ nasza krzywa.
Warto$é a dla punktu na krzywej to t2 + 2t, czyli moze nawet osiagnaé 2 dla t? + 2t = 2, czyli
2 4+2t -2 =0,dlat; = —1—+/3 oraz t5 = —1 + /3 lezy na plaszczyznie H i sa to punkty

(=1 —+3,4+2V3, -1 —+/3) oraz (1 — /3,4 — 23,1 —/3).

. Rozwiaz nastepujace krotkie problemy.

a)

Niech bedzie przestrzenia afiniczna wymiaru 6 i niech My, My beda podprzestrzeniami afinicznymi H
wymiaru 4. Czy moze mie¢ miejsce rownosé¢ dim My N My = 1.

6>4+4—dimM; N M,

wiec
dim Ml n M2 > 2,
a wiec nie.
Niech (H,(-,)) bedzie afiniczna przestrzenia euklidesowa wymiaru 5 i niech M bedzie taka podprze-

strzenig afiniczng H, ze symetria prostopadla wzgledem M nie zmienia orientacji H. Jaki wymiar moze
mie¢ M?

Wyznacznik macierzy zmiany bazy zostanie przemnozony przez (—1)P, gdzie p jest wymiarem prze-
strzeni prostopadlej do M, czyli p ma by¢ parzyste, zatem M ma nieparzysty wymiar.

Rozwazmy takie przeksztalcenie afiniczne f: R — R”, ze f((0,0,...,0)) = (0,0,...,0). Czy f jest
przeksztalceniem liniowym R"™ — R™?

Tak, f((0,...,0)) to wyrazy wolne we wzorze na f, a skoro ich nie ma, to jest to przeksztalcenie liniowe.
Niech M, N beda podprzestrzeniami przestrzeni afinicznej H. Czy z M NN # @ wynika, ze dla kazdych
punktéw p € M,q € N wektor pg = o + 3 dla pewnych a € T(M),3 € T(N)?

Tak. Niech pgp € M NN. Wtedy p—q=po+v—po — w, gdzie v € T(M) i w € T(N). Bierzemy oo = v
ifg=—w.

Niech H; bedzie podprzestrzenia afiniczna przestrzeni R™ i niech Hy bedzie podprzestrzenia afiniczna
przestrzeni R™. Czy dla kazdego przeksztalcenia afinicznego f: H;y — Hs istnieje przeksztalcenie
afiniczne F': R™ — R™ takie, ze F(p) = f(p) dla kazdego p € Hy?

Niech V bedzie takie, ze T(H;) ® V = R™. Niech g: R" — H; bedzie rzutem na H; wzdluz V. Wtedy
F = f o g spelnia warunki zadania.

Niech (-,-): V x V — R bedzie iloczynem skalarnym. Czy dla kazdej skonczenie wymiarowej pod-
przestrzeni W C V zachodzi V = W @ W'? Czy warunek, ze W jest skohczenie wymiarowa jest
istotny?

Owszem, niech W = lin(vy, ..., v,) i niech vy,...,v, beda prostopadle. Jasne jest, ze W+ NW = {0}.
Ale tez dla kazdego v € V

. le—l-..-'i‘ <U’U”>vn+ (U_ (<”’“1>v1+.,.+ <van)vn>>,

U1, V1 Un,y Un U1, V1 Uny Un

ale koficowy nawias nalezy do W+, co latwo sprawdzié.
Tak jest kluczowe. Iy # R @ {0}, ale {0} = (R®)* w Iy.

Czy istnieje 5-wymiarowa przestrzen euklidesowa liniowa (V, (-, -)) zawierajaca uktad 7 wektoréw
U1y .-, 07,
ktérego wyznacznik Grama W (vy,...,vr) jest dodatni?

Nie, skoro ten uklad nie jest liniowo niezalezny, wyznacznik jego macierzy Grama to zero.



10.

h)

Niech (H, (-,-)) bedzie przestrzenia euklidesowa afiniczna i niech M bedzie jej podprzestrzenia. Niech
p1 € H oraz niech ps bedzie rzutem prostopadlym p; na przestrzen M. Czy przestrzen M moze zawieraé
punkt ¢ taki, ze p(p1,q) < p(p1,p2)?

Nie, rzut prostopadly minimalizuje odlegtosé.

Niech A € M,,x»(R) bedzie macierza o kolumnach ky, ..., k, oraz niech B € M,,«,(R) bedzie macierza
o kolumnach ty,...,t,. Zalézmy, ze det A = —3 oraz det B = —7. Czy bazy ki,...,k, i t1,...,t, sa
zgodnie zorientowane?

Skoro A = M(id)3} oraz B = M(id)§, to M(id)5 = A- B~!, zatem jej wyznacznik to —3/ —7 > 0,
czyli sa zgodnie zorientowane.

Niech f: H — H bedzie przeksztalceniem afinicznym. Mowimy, ze punkt p € H jest punktem stalym
przeksztalcenia f, jesli f(p) = p. Méwimy, ze podprzestrzen M przestrzeni H jest f niezmiennicza, jesli
dla kazdego g € M zachodzi f(q) € M.

a)

Wykazaé, ze jeSli p jest punktem stalym przeksztalcenia f oraz M C H jest podprzestrzenia f-
niezmienniczg, to H zawiera podprzestrzen f-niezmiennicza N taka, ze p € N, dim N = dim M oraz
N i M sa réwnolegte.

Zatem dla kazdego v € T(M), f'(v) € T(M). Niech N = p + T (M), czyli T(N) = T(M). Wtedy dla
veT(N), flp+v)=flp)+ f'(v)=p+ f'(v) € N,skorop € N1i f'(v) € T(N). Wigc N ma zadane
wlasciwoscei.

Wykazaé, ze jesli przeksztalcenie f ma dokladnie jeden punkt staly, to kazda podprzestrzen f-niezmien-
nicza zawiera ten punkt staly.

Rozwazmy V = H — p oraz f': V — V bedace przeksztalceniem liniowym. Zauwazmy, ze jesli f nie
ma innych punktéw stalych to 1 nie jest wartoscia wlasng f/. Ale jeSli M jest podprzestrzeniag f-
niezmiennicza, to N = M — p jest f’-niezmiennicza i zalézmy, ze 0 ¢ N. Niech B bedzie baza T(N)
oraz niech v € N, wtedy {v} U B jest baza przestrzeni lin(N). Ale skoro v przechodzi na element N,
to f'(v) = v+ w, gdzie w jest kombinacja wektoréw z B. Tymczasem kazdy wektor z B przechodzi na
kombinacje wektoréw z B. Zatem macierz f’ w bazie v U {B} ma w pierwszym wierszu 1 i same zera.
Ale to oznacza, ze 1 jest wartosciag wlasng f’ — sprzecznosé.



