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(-) Udowodnij, ze jesli v € V, gdzie V jest przestrzenia liniowa nad C oraz £: V x V. — C jest forma
hermitowska, to £(v,v) € R.

Udowodnij, ze A € M, x,(C) jest macierza formy poéttoraliniowej £: V x V. — C w bazie {vi,...,v,}
wtedy 1 tylko wtedy, gdy A = [asj]1<i j<n, gdzie a;; = §(vs, v;).

Niech A bedzie macierza formy pottoraliniowej £: V x V' — C w bazie A. Udowodnij, ze:

a) macierz A jest hermitowska wtedy i tylko wtedy, gdy £ jest hermitowska,
b) jesli € jest iloczynem hermitowskim, to A jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy, gdy A jest diagonalna.

Niech (V1,(-,-)1) 1 (Va,(-,)2) beda przestrzeniami unitarnymi n-wymiarowymi oraz niech ¢: V4 — V;
bedzie izomorfizmem liniowym. Niech By, B2 to beda bazy odpowiednio V; i Vo oraz niech B;, Bs beda
macierzami odpowiednio (-,-); oraz (-,-)2 odpowiednio w bazach By i Bs. Niech w koncu, A = M(d))gf.
Udowodnij, ze 1) jest izomorfizmem unitarnym wtedy i tylko wtedy, gdy B; = AT By A.

Niech (Vi,(:,-)1 1 (Va,(-,-)2 beda przestrzeniami unitarnymi n-wymiarowymi oraz niech ¢: V; — V;
bedzie izomorfizmem liniowym. Niech By, By to beda bazy ortonormalne odpowiednio Vi i Vo oraz niech
A=M (qp)gf. Udowodnij, ze 9 jest izomorfizmem unitarnym wtedy i tylko wtedy, gdy AT A = I.

Wykaz, ze macierz A € M,,x,(C) jest unitarna wtedy i tylko wtedy gdy jej kolumny (réwnowaznie, wiersze)
stanowia baze ortonormalng przestrzeni unitarnej C" ze standardowym iloczynem hermitowskim.

Wykaz, ze moduty wartosci wlasnych automorfizméw przestrzeni unitarnych sa réwne 1.

(1) Wykaz, ze dla kazdego automorfizmu przestrzeni unitarnej istnieje ortonormalna baza zlozona z wek-
toréw wlasnych.

Niech (V,&) bedzie przestrzenia unitarna. Rozwazmy przeksztalcenie §’ : V. — V* zdefiniowane jako
(&' (v))(w) = &(w, v). Udowodnij, ze &' jest bijekcja oraz ' (av+bw) = av+bw, czyli, ze & jest izomorfizmem
V — V*, gdzie V* jest przestrzenia V* ze zmodyfikowana operacja mnozenia: (a - f)(v) = a- f(v).

(x) Udowodnij, ze przy opisanym w poprzednim zadaniu utozsamieniu V' i V*, endomorfizmy ¢: V — V
oraz ®: V* — V* s sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy £(¢(v), w) = £(v, ®(w)) dla dowolnych v, w € V.



