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Geometria i postulaty Euklidesa

Jak wiecie Euklides w swoim niesamowicie doskonatym dziele ,Elementy” zaproponowal pie¢
aksjomatow geometrii

1.
2.

Dowolne dwa punkty mozna potaczy¢ prosta.

Dowolna prosta mozna przedtuzy¢ nieograniczenie.

. Dla danego odcinka mozna zaznaczy¢ okrag o srodku w dowolnym punkcie i promieniu

rownym odcinkowi.

Wszystkie katy proste sa réwne.

. Dwie proste, ktére przecinajg trzeciag w taki sposéb, ze suma katow wewnetrznych po

jednej stronie jest mniejsza od dwoch katéw prostych, przetng sie i to wlasdnie z tej wtasnie
strony, jesli sie je odpowiednio przedtuzy.

Nastepnie udowodnit mnostwo, nie zawsze prostych, faktéw geometrycznych.

Jednym z podstawowych probleméw geometrycznych rozwazanych przez Euklidesa i innych
uczonych starozytnosci byta mozliwosé konstrukeji réznych obiektéw geometrycznych uzywajac
tylko cyrkla i linijki. Sprobujmy takze wymysli¢ tego rodzaju konstrukcje.

Zadanie 1

Macie dany odcinek. Korzystajac tylko z cyrkla i linijki znajdZ $rodek odcinka, oraz skonstruuj
(narysuj) kwadrat, ktérego dany odcinek jest bokiem.

Zadanie 2

Jak wiecie, twierdzenie Pitagorasa mowi, ze jesli a, b to dtugosci przyprostokatnych w trojkacie
prostokatnym, a ¢ to przeciwprostokatna, to ¢ = a? + b%. Euklides sformutowal bardzo tadny
dowdd tego twierdzenie w ,,Elementach”, cho¢ w zasadzie dowodéw mozna sformutowac wiele.
Sprobujcie ,wtasnorecznie” udowodni¢ twierdzenie Pitagorasa.



Wskazowka: Wskazéwki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Zadanie 3

Niech bedzie dany trojkat prostokatny ABC' o przeciwprostokatnej AB. Wysoko$¢ z wierzchotka
C pada na podstawe AB w punkcie H. Udowodnijcie, ze |CH| = \/|AH||BH|.

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koricu skryptu.

Geometrie nieeuklidesowe

Gdy odrzucimy ostatni (lub nawet nie tylko) ten aksjomat Fuklidesa, dostaniemy nowe geome-
tryczne ,Swiaty”.

Kazdy z tych ,Swiatow” mozemy wyobrazi¢ sobie wewnatrz zwyczajnego euklidesowego
Swiata, nieco zmieniajac znaczenie takich stéw jak prosta, odlegtosé¢ itp. W skrocie:

1. Geometria euklidesowa:

e przez punkt poza dana prosta mozna poprowadzi¢ doktadnie jedna prosta rownolegta
do niej,
e suma katéw w kazdym trojkacie wynosi 180°.

2. Geometria hiperboliczna:

e przez punkt poza dang prosta mozna poprowadzi¢ wiele prostych réwnolegtych do
niej,

e suma katow w kazdym trojkacie jest mniejsza niz 180° i im trojkat jest wiekszy tym
bardziej.

e modele (nalezy o nich mysleé¢, jak o mapach kuli ziemskiej — kazda mapa idzie na
kompromis i pewne cechy, np. katy odwzorowuje dobrze, a inne, np. pola Zle):

— Model Poincarégo

x cala plaszczyzna miesci sie w kole bez brzegu,

* proste to Srednice (bez konicéw) oraz tuki okregéw obustronnie prostopadtych
do brzegu (méwimy, ze okregi sa prostopadte, jesli prostopadte sa proste
styczne do nich w tym punkcie)

« model ten zachowuje katy, ale oczywiscie nie zachowuje odleglosci i pdl (rze-
czy sie ,zageszczaja” im blizej sa brzegu), co dobrze odwzorowuje rysunek
Eschera (wszystkie ksztalty na tym rysunku takie same i takiej samej wiel-
kosci (przystajace) w tej geometrii)



— Model Kleina
x cala plaszczyzna, jak wyzej, miesci sie w kole bez brzegu,
x proste to cieciwy tego kota (bez koncow),
x relatywnie tatwo policzy¢ odlegltos¢é pomiedzy punktami w tym modelu, uzy-
wajac standardowej linijki. Jesli chcemy policzy¢ odlegtosé miedzy punkta-
mi A i B prowadzimy prosta (cieciwe) je laczaca. Punkty przeciecia tej
cieciwy z okregiem bedacym brzegiem modelu niech bedg P i @, a kolej-
nos¢ punktéw na cieciwie to P, A, B, Q. Mierzymy euklidesowe odlegtosci
PA,BQ, PB, AQ. Wtedy odlegtos¢ miedzy A i B w sensie geometrii hiper-
bolicznej, to:
|PBJ|AQ)]
|PAIIBQ|

gdzie In to pewna funkcja matematyczna (noszaca nazwe logarytmu natu-
ralnego) — znajdziesz ja na kazdym standardowym kalkulatorze,

In

x ten model nie zachowuje katéw, ani pol.
3. Geometria sferyczna

e proste (najkrotsze drogi miedzy punktami) na sferze to wielkie okregi, czyli okregi o
srodku w srodku sfery, np. réwnik i potudniki, ale juz nie réwnolezniki,

e kazde dwie proste sie przecinaja, czyli nie ma prostych réwnolegtych,

e suma katéw w kazdym trojkacie jest wicksza niz 180°,

e s takie pary punktéw (przeciwlegle, zwane tez antypodycznymi), przez ktére mozna
poprowadzi¢ wiele prostych.

4. Geometria eliptyczna (plaszczyzna rzutowa) — model na poltéwcee sfery.

e Patrzymy na geometrie sferyczna na potéwcee sfery, z tym ze ,sklejamy” przeciwlegte
punkty brzegu tej potsfery. W takim znaczeniu, ze jesli ktos wyjdzie z jednej strony
teleportuje sie natychmiast i bez zauwazenia tego faktu do przeciwlegtego punktu.

e Przez kazde dwa punkty w takim razie mozna poprowadzi¢ doktadnie jedng prosta,

e Nadal nie ma prostych rownolegtych, a suma katow w kazdym trojkacie jest wicksza
niz 180°.



Zadanie 4

Na plaszczyznie euklidesowej narysowano trojkat. Rozstrzygnij, jaki ma on ksztaltt, jesli:
a) jeden z jego katow jest rowny sumie dwbdch pozostatych?
b) jeden z jego katéw jest mniejszy niz suma dwdch pozostatych?

¢) jeden z jego katow jest wiekszy niz suma dwdch pozostatych?

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Zadanie 5

A co mozna powiedzieé¢ o sumie katow w dowolnym czworokacie (a co o sumie katéw w dowolnym
pieciokacie? szesciokacie?) narysowanym w:

a) geometrii euklidesowej?
b) geometrii hiperbolicznej? geometrii na sferze?

Odpowiedzi uzasadnij!

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Zadanie 6

W geometrii sferycznej poprowadzono trzy proste, ktére nie przecinaja sie w jednym punkcie.
Na ile i jakich ksztaltow dzielg one caly sfere?

2 Aksjomaty arytmetyki

Wazne beda dla nas aksjomaty arytmetyki na liczbach naturalnych. Te aksjomaty sformutowat
Peano i sa one nastepujace (opisuja 0, operacje + oraz - i operacje nast, ktora nalezy rozumie¢
jako +1, uzywaja takze statej 0):

1. dla kazdego n, nie jest prawda, ze nast(n) =0,

2. dla kazdych n,m, jesli nast(n) = nast(m), to n =m,
3. dla kazdego n, n+0=mn,

4. dla kazdych n, m, nast(n +m) = n + nast(m),

5. dla kazdego n, n-0=0,

6. dla kazdych n,m, n-nast(m) =n-m+n

I jest jeszcze jeden kluczowy aksjomat (tak naprawde ,schemat aksjomatéw”) zwany indukeja
matematyczng.

O co chodzi? O bardzo prosty i bardzo silny model wnioskowania. Jesli mamy ciag kilku
baterii (ustawionych od lewej do prawej) ustawionych za soba i wiemy dwie rzeczy:
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e pierwsza z nich po lewej ma minus,

e kazda kolejna jest ustawiona dobrze, czyli kolejna bateria ma po lewej stronie znak prze-
ciwny do znaku poprzedniej baterii z prawej strony,

to od razu wiemy, ze wszystkie baterie w ciagu po lewej stronie maja minus. Oczywiste, nie?
Te dwa elementy wiedzy nazywamy pierwszym i drugim krokiem indukcyjnym.

Jak zasade indukcji sformutowaé ogélnie? Mamy dang jakas teze zalezna od liczby n (w
przyktadzie bedzie to: n-ta bateria ma po lewej stronie minus) i chcemy udowodnié, ze zachodzi
dla kazdej liczby naturalnej n. Zasada indukcji méwi, ze wystarczy, ze pokazemy, ze prawdziwe
sg dwa fakty:

e teza jest prawdziwa dla n =0 (pierwszy krok)

e prawdziwa jest nastepujaca implikacja: jesli teza jest prawdziwa dla n = k, to jest tez
prawdziwa dla n = k + 1 (krok indukcyjny).

Inaczej moéwiac do naszego zbioru aksjomatéw dodajemy dla kazdego zdania logicznego ¢(n)
(zaleznego od liczby n) nastepujacy aksjomat:

7. Jesli p(0) oraz dla kazdego k, z tego ze ¢(k) wynika, ze ¢(nast(k)), to dla kazdego n,
zachodzi ¢(n).

Sprobujmy zatem pokazadé jaki$ prosty fakt dotyczacy arytmetyki, korzystajac tylko i wy-
tacznie z aksjomatéw Peano. Na przykiad udowodnijmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n,
n =0+ n (zauwazcie, ze to nie to samo, co aksjomat trzeci, bo przeciez nie udowodniliSmy, ze
dodawanie jest przemienne!).

Skorzystamy z indukcji matematycznej:

e teza dlan =0 brzmi 0=0+0 1 jest prawdziwa na podstawie aksjomatu trzeciego.

e udowodnijmy teraz, ze z tego, ze zachodzi k = 0 + k wynika, ze zachodzi nast(k) = 0 +
nast(k). Zalézmy zatem, ze dla pewnego k, mamy k = 0+ k. Wtedy nast(k) = nast(0+ k),
co 7 aksjomatu czwartego jest réwne 0+ nast(k), co koniczy dowod kroku indukeyjnego.

I na mocy aksjomatu indukcji konczy dowdd tego, ze dla kazdej liczby naturalnej n, n =0+ n.

Zadanie 7

Udowodnij, korzystajac tylko z aksjomatow Peano, za dla kazdych liczb naturalnych m, n, mamy
nast(m) +n = nast(m +n).

Wskazowka: Niech m bedzie ustalong liczbg przez caly dowdd. Rozpatrz przez indukcje teze dla n, Ze
nast(m) +n = nast(m +n).

Zadanie 8

Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatéow Peano oraz dwoch do tej pory udowodnionych
faktoéw, ze dodawanie liczb naturalnych jest przemienne.

Zadanie 9

Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatow Peano, ze dodawanie liczb naturalnych jest taczne
(dla kazdych liczb naturalnych p,q,r, p+ (¢+7r) =(p+q) +7r).
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3 Aksjomaty podstaw matematyki

Matematyke i jej pojecia (liczby, funkcje, przestrzenie. .. ) mozna zbudowa¢ wychodzac od pier-
wotnego pojecia, jakim jest zbior. Dlatego aksjomaty opisujace wlasnie zbiory (sformulowane
przez E. Zermela i A. Fraenkela) mozemy uznaé, za aksjomaty stojace u podstawy matematyki.
Chcielismy zatem przyblizy¢ Wam chociaz czesé z nich — skoro juz o aksjomatach rozmawiamy.

Jednak uwaga na poczatek: w tym rozdziale (a nawet bardziej ogélnie jak sie okaze) wszystko
jest zbiorem. W szczegdlnosci elementu zbioru to tez pewne zbiory — i tak czasem warto o nich
mysle¢. Oznaczenie a € b oznacza, ze a jest elementem zbioru b.

0. Aksjomat zbioru pustego. Istnieje zbiér (zwany zbiorem pustym i oznaczany @), ktéry nie
ma zadnego elementu (dla kazdego x, = ¢ @).

1. Aksjomat ekstencjonalnosci. Dwa zbiory sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy majg dokltad-
nie te same elementy (A = B wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego x, x € A wtedy i tylko
wtedy, gdy z € B).

2. Aksjomat pary. Dla kazdych a,b istnieje zbiér, do ktérego nalezy a i b, a nie nalezy nic
innego (zbidr ten oznaczamy {a,b}).

Zatrzymajmy sie na chwile, aby pokazaé, ze dla kazdego a istnieje zbior, do ktorego nalezy
tylko a i nic wiecej (nazywany singletonem a i oznaczany {a}). Rzeczywiscie, trzeba zastosowaé
aksjomat pary dla a =b 1 juz!

Zauwazcie tez, ze dla kazdych a,b, {a,b} = {b,a} (na podstawie aksjomatu ekstencjonalno-
sci). Ale mozemy zdefiniowaé specjalny zbiér zwany para uporzadkowana, ktéry ,pamieta”, co
jest pierwsze. Dla dowolnych a,b niech (a,b) = {a,{a,b}} (czyli para z dwoma elementami: a
oraz para {a,b}).

Zadanie 10

Udowodnij, ze dla dowolnych a, b, ¢,d zachodzi (a,b) = (¢, d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ oraz
b=d.

Dodajmy jeszcze jeden aksjomat. A wlasciwie tzw. schemat aksjomatow. Dla kazdego zdania
©(x) (np. () to moze byé¢ zdanie ,x jest niepusty”, albo ,x ma parzysta liczbe elementéw”,
etc.) dodajmy aksjomat:

3. Schemat aksjomatu wyrdzniania. Dla kazdego zbioru istnieje zbior ztozony z tych jego
elementow x, ktére spetniaja zdanie ¢(z).

Ten aksjomat jest bardzo precyzyjnie dobrany. Istnieje bowiem pokusa, aby go troche uogdél-
ni¢ piszac, ze dla kazdego zdania (x) istnieje zbiér ztozony z wszystkich x, ktére spelniaja
() (czyli nie ograniczaé sie tylko do elementéw pewnego zbioru). Okazuje si¢ jednak, ze takie
zdanie jest fatszywe!

Zadanie 11

Udowodnijcie, ze teza, ze dla kazdego zdania ¢(x) istnieje zbiér ztozony z wszystkich x, ktére
spelniaja p(x), jest falszywa.
Wskazowka: Rozpatrzcie zdanie ,x ¢ x”.

Rozwazmy zatem jeszcze jeden aksjomat.



4. Aksjomat nieskonczonosci. Istnieje zbior X taki, ze @ € X oraz jesli x € X, to réwniez
zbior, ktorego elementami sa doktadnie wszystkich elementy x oraz sam x jest elementem
X. Inaczej mowiac istnieje zbiér o nieskonczonej liczbie elementow.

Zastanowmy si¢ przez chwile dlaczego ten zbiér X rzeczywiscie ma nieskoniczenie wiele
elementow. Na pewno ma jeden element @. Skoro @ € X, to réwniez zbidr, ktérego elementy to
elementy zbioru pustego (nie ma) oraz sam zbiér pusty (dostajemy wiec zbiér, ktérego jedynym
elementem jest zbiér pusty, czyli {@}) jest w tym zbiorze. Skoro jednak {@} € X, elementy to
elementy {@} (czyli @) oraz sam {@} (dostajemy wiec zbior dwuelementowy: {@,{@}}) jest w
tym zbiorze. I tak dalej. Tak si¢ sktada, ze matematycy doktadnie tak, postugujac sie zbiorami
definiujg kolejne liczby naturalne:

e 0=0,
o 1={o},
e 2={2,{2}},

Zadanie 12

Wypiszcie zgodnie z ta zasada liczby 3 i 4!
Aksjomatow teorii zbioréw jest duzo wiecej — jesli chcesz poznaé wszystkie wyszukaj w
Internecie aksjomatow ZFC.

4 Zadania dodatkowe

Zadanie 13

Kolejnym znanym twierdzeniem, ktorego dow6d mozna znalez¢ w ,,Elementach” Euklidesa to
twierdzenie o katach w okregu. Niech bedzie dany okrag i jego tuk. Kazdy kat wpisany w okrag
oparty na tym tuku ma te samg miare i jest ona rowna mierze kata pomiedzy cieciwg tego tuku
a styczng (tzw. kat dopisany). Udowodnijcie to twierdzenie.

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na korncu skryptu.

Zadanie 14

Dany jest trojkat ostrokatny ABC, taki ze kat przy wierzchotku C' wynosi 60°. Punkty D i
E sa rzutami prostokatnymi odpowiednio punktow A i B na proste BC i AC. Punkt M jest
srodkiem boku AB. Wykaz, ze trojkat DEM jest réwnoboczny.

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Zadanie 15

Rozstrzygnij, czy na sferze mozna narysowaé prostokat (czworokat o 4 katach prostych). A czy
istnieje jakikolwiek prostokat w geometrii hiperbolicznej? Odpowiedzi uzasadnij.



Zadanie 16
Z plaszczyzny rzutowej wycieto koto. Co mozna powiedzie¢ o pozostatym fragmencie? Czy da

sie go sensownie narysowaé (tak, zeby nie trzeba byto pamietaé, ze cos z czyms$ jest sklejone)?

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Zadanie 17

Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatéw Peano oraz tezy udowodnionej w zadaniu 9 (tacz-
no$¢ dodawania), ze dodawanie liczb naturalnych jest rozdzielne wzgledem mnozenia (dla kaz-
dych liczb naturalnych p,q,r, (p-(¢+7r)=(p-q) +(p-71)).

Zadanie 18

Wskaz wszystkie elementy oraz wszystkie podzbiory zbioru {@, {2}, {2,{@}}}.
Wskazéwka: Podzbioréw jest osiem. Dlaczego?

5 Zadania domowe

Zadanie 19 (za 2 punkty)

Niech bedzie dany prostokat. Skonstruuj cyrklem i linijka kwadrat o polu rownym polu tego
prostokata.

Wskazowka: Wskazowki do tego zadania znajdziecie na koncu skryptu.

Zadanie 20 (za 1 punkt)

Na ponizszej mapie (odwzorowanie Merkatora) zaznacz najkrétsza trase pomiedzy Warszawa i
Tokio oraz pomiedzy Warszawg a Buenos Aires. Do jej znalezienia mozesz uzy¢ globusu i nitki,
albo skorzysta¢ z darmowego programu Google Earth (w ktérym mozna zobaczy¢ kule ziem-
ska oraz wyznaczaé proste). Znajdz katy pomiedzy znaleziona trasa a kierunkiem péinocnym
wyznaczanym przez kolejne zaznaczone na mapie potudniki. Co zaobserwowatas/es?



Zadanie 21 (3 punkty)

Udowodnij, korzystajac jedynie z aksjomatéw Peano oraz przemiennosci dodawania, ktéra udo-
wodnilisSmy w zadaniu 8, oraz tacznosci dodawania (patrz zadanie 9), ze mnozenie liczb natu-
ralnych jest przemienne (dla kazdych liczb naturalnych n,m, (m-n=mn-m).

Wskazowka: Postepuj podobnie jak przy dowodzeniu przemiennosci dodawania — zanim zabierzesz sie
za wia$ciwy dowod udowodnij dla mnozenia fakty podobne do tych, ktére dla dodawania zostaly udo-
wodnione na poczgtku rozdzialu trzeciego oraz w zadaniu siédmym.

6 Wskazowki do zadan

Zadanie 2

Wskazowka:
1. Niech nasz trojkgt prostokgtny to trojket ABC, gdzie kgt prosty jest przy wierzchotku C.
2. Narysujcie kwadraty na kazdym boku: BCDE, CAHI oraz ABFG.

3. Niech CJ bedzie wysokosciq trdjkgta. Przedtuz jg do przeciecia z odcinkiem F'G. Niech to prze-
ciecie to K.

4. Zauwaz, ze pole trojkgta AHC jest takie same jak pole tréjkgta AHB oraz pole trojkgta AGC
jest takie same jak pole trojkgta AGJ. Dlaczego?



5. Co w takim razie mozna powiedzie¢ o polu kwadratu CAHI i prostokqeta AGK J ¥

6. Co mozna powiedzie¢ o polu kwadratu BCDE i prostokgta BFKJ?

Zadanie 3

Wskazéwka: Skorzystajcie trzy razy z tw. Pitagorasa.

Zadanie 4

Wskazowka: W geometrii euklidesowej suma kqgtow w tréjkgceie to 180°.

Zadanie 5

Wskazowka: UZzyjcie trojkgtow

Zadanie 13

Wskazowka: Dorysujcie odcinek miedzy $rodkiem okrequ, a wierzchotkiem kqta i rozwazcie kqty w
powstalych trojkgtach.

Zadanie 14

Wskazéwka: Oblicz kgt CAD lub CBE, a nastepnie przyjrzyj sie czworokgtowi ABED. Czy mozna
na nim opisac okrqgg?

Zadanie 16

Wskazéwka: Ustaw tak to kolo, ktore wycinamy, aby przechodzito przez brzeg pdtsfery.

Zadanie 19

Wskazéwka: Skorzystaj z zadania 3.
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