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Zadania

1. (-) Sprawdz, czy przeksztalcenie ¢: R* — R takie, ze

p((z,y, 2,t) = (b — 2y — 2z, =2z + 6y, —2z + 42, 8t)

jest samosprzezone w przestrzeni ze standardowym ilo-
czynem skalarnym.

. Dla przeksztalcenia z poprzedniego zadania znajdz w R*
taka baze, ktora sktada sie z wektoréw wlasnych tego prze-
ksztalcenia i jest ortonormalna wzgledem standardowego
iloczynu skalarnego.

. (++) Dla kazdej z ponizszych macierzy A € My xn(R) zna-
lezé taks macierz ortogonalng C, ze macierz CT AC jest

diagonalna.
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. Niech ¢ bedzie endomorfizmem samosprzezonym prze-
strzeni skonczonego wymiaru. Pokazaé, ze ker p limep,
oraz, ze ker ¢ oraz imy rozpinaja caly przestrzen.
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a) SprawdZ, czy macierze A, B sa diagonalizowalne nad
R inad C,

b) Sprawdz, dla jakich & € N istnieje macierz C €
Myx4(C) taka, ze C* = B,

c) Czy zbiér {A™: n € N} jest skonczony? Jesli tak, to
ile ma elementéw?

. Niech ai,...,a; beda parami réznymi wartosciami wta-
snymi endomorfizmu ¢: V — V| gdzie V ma skoriczony
wymiar. Zalézmy, ze 8; € Viq,), dlai =1,...,k sa takimi
wektorami, ze $1 + ...+ B = 0. Pokazaé, ze 3; = 0 dla
kazdego i =1,... k.

7. Rozwiaz ponizsze krétkie problemy.

a) Zalézmy, ze a, 3,7 sa wektorami wlasnymi endomor-
fizmu p: R® — R® o wartosciach wtasnym réwnych
odpowiednio 2, 3,6. Czy moze zachodzi¢ réwnos¢ v =
3a 42067

b) Ile jest klas podobienistwa macierzy Mix4(C) o wielo-
mianie charakterystycznym (1—X)3(c—\), gdzie ¢ # 1.

c) Macierz A € Mry7x7(R) jest diagonalizowalna. Jej
wszystkimi wartosciami sg —2, —1,1,2. Jaki jest wy-
miar dim V(g), jesli dim V{_o) =1, dim V{_1) = 2 oraz
dim V{yy = 27

d) Czy istnieje macierz nieosobliwa A € M3x3(Q), ze
(A2, A, T, A~1) jest liniowo niezaleznym ukladem wek-
toréw w M3y 3(Q).

e) Zalézmy, ze H jest przestrzenia afiniczna oraz
(po, - - -, k) jest afinicznie niezaleznym ukladem punk-
téow w H. Czy moze istnie¢ taki nienalezacy do
af(po,...,pr) punkt ¢ € H, ze uklad (po,...,Pk,q)
jest afinicznie zalezny?

f) Niech X # @ bedzie takim podzbiorem przestrzeni
afinicznej H nad cialem liczb rzeczywistych R, ze

{z=tp+(1—-t)g:teR,t >0} CX

dla kazdych p, q € X. Czy prawda jest, ze X jest pod-
przestrzenia afiniczng H?

g) Jaka jest najmniejsza liczba naturalna k taka, ze dla
kazdych: prostej L C R? i ptaszczyzny P C R? istnieje
podprzestrzen afiniczna H C R® wymiaru k zawiera-
jaca LU P.

h) Niech f: H — M bedzie przeksztalceniem afinicz-
nym, gdzie H jest przestrzenia afiniczng nad R i
niech p,q € H beda réznymi punktami. Czy uklad
(f(p), f(q@), f(2p—q)) moze by¢ ukladem afinicznie nie-
zaleznym?

i) Niech H bedzie przestrzenia afiniczng wymiaru 3 i
niech f: H — H bedzie funkcja taka, ze jej obciecie
flar: M — H do kazdej wlasciwej podprzestrzeni afi-
nicznej M C H jest przeksztalceniem afinicznym. Czy
prawda jest, ze f jest przeksztalceniem afinicznym?

. (%) Niech V bedzie n > 1 wymiarowa przestrzenia nad R

oraz niech ¢: V — V bedzie endomorfizmem.

a) Udowodnij, ze istnieje ¢-niezmiennicza podprzestrzen
Vo C V wymiaru 1 lub 2.
Jedli ¢ ma rzeczywista warto$¢ wlasna a, to niech v be-
dzie wektorem wlasnym dla tej wartosci wlasnej. Wte-
dy Vo = lin(v).

b) Udowodnij, ze jesli ¢ ma rzeczywista wartos¢ wlasna,
to istnieje ¢-niezmiennicza podprzestrzen Vo C V wy-
miaru n — 1.



