Geometria z algebra liniowa 11, 2020/2021
¢wiczenia 16. — szkice rozwiazan

27 kwietnia 2021

1. (-) Sprawdz, czy przeksztalcenie ¢: R* — R* takie, ze
o((z,y,2,t)) = (bx — 2y — 2z, —2x + 6y, —2x + 42, 8t)

jest samosprzezone w przestrzeni ze standardowym iloczynem skalarnym.

Sprawdzamy

{((m,y, 2,t), (5a’ =2y — 22", —22' + 6y, —22' +42',8t')) = baa’ —2xy' — 2wz’ —2ya’ +6yy’ — 220" +422" +8tt,
((bx —2y —2z, —2x+ 6y, —2x+42,8t), (', 9/, 2/, 1)) = bwa’ — 2yx’ — 220" — 2wy’ +6yy’ — 222" + 422" + 8tt’,
co jest sobie rowne.

2. Dla przeksztalcenia z poprzedniego zadania znajdz w R* taka baze, ktéra sktada sie z wektoréw wiasnych
tego przeksztalcenia i jest ortonormalna wzgledem standardowego iloczynu skalarnego.

Wielomian charakterystyczny to —(\ — 2)(A — 5)(\ — 8)2.

Przestrzenie wlasne dla tych wartosci to odpowiednio lin((2,1,2,0)), lin((1, 2, —2,0)) oraz
1111((2, _27 _1a 0)7 (07 Oa 07 1))7

co daje baze ortonormalna ztozona z wektoréw witasnych

A=1{(2,1,2,0)/V5,(1,2,-2,0)/v5,(2,-2,—1,0)/V/5,(0,0,0,1)}.

3. Dla kazdej z ponizszych macierzy A € M, «,(R) znalezé taka macierz ortogonalna C, ze macierz CT AC
jest diagonalna.
3 2
i)

Wielomian charakterystyczny (x —5)(z — 1), wiec przestrzenie wlasne to lin((1,1)) oraz lin((1, —1)), zatem

szukana macierz to
co 11
V21 -1

5 -1 -1
-1 5 -1
-1 -1 5

3

Wielomian charakterystyczny —(z — 6)%(z — 3), wiec przestrzenie wlasne to lin((1, —1,0), (1,1, —2)) (do-
bieram tak, zeby byly prostopadle) oraz lin((1,1,1)), zatem szukana macierz to

1/vV2  1/V/6  1/V3
c=|-1/v2 16 1/V3

0 —2/v/6 1/V3
000 1
0010
010 0
1000



Wielomian charakterystyczny (x — 1)%(z + 1)2, wigc przestrzenie wiasne to lin((1,0,0,1),(0,1,1,0)) (do-
bieram tak, zeby byly prostopadte) oraz lin((1,0,0,—1), (0,1, —1,0), zatem szukana macierz to

10 1 0
1
c_L]o1 0 1
2101 0 1
10 -1 0

. Niech ¢ bedzie endomorfizmem samosprzezonym przestrzeni skonczonego wymiaru. Pokazaé, ze
ker ¢ Limey,
oraz, ze ker ¢ oraz imyp rozpinaja cala przestrzen.
Rzeczywiscie, niech v € ker ¢ oraz w € imep, zatem w = p(u). Wtedy
(v, w) = (v, o(u)) = (p(v),u) = (0,u) = 0.
Reszta wynika zatem z rachunku na wymiarach.

. () Dla formy dwuliniowej h: R? x R® — R zadanej wzorem

h((l‘l, Q]‘Q,Jfg), (levaaf%)) =

= x1Y1 — 2T1Y2 — 2T2y1 + 2T2y2 — 2w2y3 — 2x3Y2 + 3T3Y3

znalezé baze R3, ktéra jest ortogonalna wzgledem h i ortonormalna wzgledem standardowego iloczynu
skalarnego.

Niech ¢: R? — R3 bedzie takie, ze M ()5t = G(h, st). Ale w takim razie macierz ¢ jest symetryczna — jest
to wiec przeksztalcenie samosprzezone. Istnieje wiec baza ortonormalna ztozona z wektoréw wlasnych i jesli
A = M(id)%, to A= = AT. Zatem macierz ATG(h, st)A jest diagonalna, czyli baza A jest ortogonalna
wzgledem h. W takim razie trzeba znalez¢ baze wektoréw wlasnych ¢ zdefiniowanego macierza

1 -2 0
-2 2 =2
0o -2 3

w(\) = =A% 4+ 6% — 3\ — 10,

czyli wartosci wlasne to —1,21 5, a wektory wlasne dla nich to odpowiednio: (2,2,1), (2,—-1,—-2)1i (1,—2,2),
zatem szukana baza to

{(2, 2, 1)/3, (2,—1, —2)/3, (1,-2, 2)/3}.
. Dla jakich wartoéci parametréw r, s € R forma dwuliniowa ¢: R® — R, h((z1, 22, 23), (y1, y2,¥3)) = 1191 +

rri1Y2 + T2y + 4x2ys + Sr3ys jest:

e dodatnio okreslona?
e dodatnio pétokreslona?
e ujemnie okre$lona?
e ujemnie potokreslona?

e nieokreslona?

Rozwiazanie:

Macierz tej formy to: A =

S 3 =
S =~
»w O O

Wielomian charakterystyczny zatem to (s — A)((1 — A)(4 — \) — r?), czyli wartodci wlasne to

s 5—vV9+4r2 549+ 4r2
b 2 b 2 b

z czego ostatnia wartosé jest zawsze dodatnia, zas druga jest > 0 dlar € (=2,2),=0dlar=4+2i<0w
przeciwnym przypadku, zatem nasza forma jest:



dodatnio okreslona o ile s > 0 oraz r € (—2,2),

dodatnio pélokreslona o ile s > 0ir € [-2,2],
e ujemnie okreslona — nigdy,

e ujemnie pélokreslona — nigdy,

nieokreslona — jesli s < 0 lub r ¢ (—2,2).

7. Niech A € M,,«x,(R) bedzie macierza symetryczna dodatnio pétokreslona. Wykaz, ze Vdet A < %.

Wiadomo, ze ta macierz jest diagonalizowalna (czyli podobna do pewnej macierzy diagonalnej D o wy-
razach na przekatnej d;, i = 0,...,n) i d; > 0. Zauwazmy, ze det A = detD = dy - ... - d,, oraz
trA = trD = dy + ... + d,, zatem badana nieréwno$¢ jest réwnowazna z nieréwnoscia miedzy Sredni-
mi arytmetyczng i geometryczna.

8. (%) Niech A = [a;j]1<i,j,<n bedzie rzeczywista macierza. Wykaz nieréwno$é Hadamarda, mianowicie, ze

(det A)? ﬁ <§”: a%—) .
i=1

i=1
Zauwazmy, ze nierownos¢ jest oczywista, jesli det A = 0, wiec zalézmy, ze kolumny macierzy A sa liniowo
niezalezne.

Rozwazmy najpierw macierz B o liniowo niezaleznych kolumnach takich, ze norma kazdej z kolumn w
sensie standardowego iloczynu skalarnego to 1 i niech P = BT B. Wtedy na przekatnej macierzy P sa
same jedynki, a macierz P jest dodatnio okre$lona macierza symetryczna.

P\" n
detP < (tr) - (@) —1,
n n
a zatem |det B|?> = det P < 1

Niech teraz A bedzie macierza o liniowo niezaleznych kolumnach. Dzielac kazda z kolumn przez jej norme
otrzymuje macierz B o liniowo niezaleznych kolumnach takich, ze norma kazdej z kolumn w sensie stan-

7 poprzedniego zadania mamy, ze

dardowego iloczynu skalarnego to 1. Wiem zatem, ze |det B||*> < 1. Zauwazmy, ze /[[;—; (i a ) to

iloczyn norm kolumn macierzy A. Zatem

det A =

=1

(S e
vice e (H (Z )) 5 H(Z az) |

9. Dana jest szeScienna kostka o zbiorze Scian X = {z1,...,26}. Niech na przestrzeni V = F(X,R) bedzie
okreslony iloczyn skalarny
6
=Y flw)g(:)
i=1

Niech z* € X bedzie $ciang przeciwna do z, a N(z) zbiorem $cian sasiadujacych ze $ciana z. Niech
Vi={f €V: [ jest stala},
={feV: ) [fa) =0AYaexf(z) = f(z")}

zeX
oraz

V3 = {f eV: Vwexf(l‘*) = —f(.’l?)}
Niech L: V — V bedzie dane wzorem

(L@ =7 X )
yEN(z)

Pokaz, ze



a)

przestrzenie V7, V5 i V3 sg parami prostopadtle.
Rzeczywiscie jesli f € Vi, g € V3, to

<fag> :CLZ g(x) = Oa
rzeX
gdzie f jest stala funkcja réwna a.
Jesli f € Vo, g € V3, to

(f:9) = alg(x1) + g(21) + g(x2) + g(23) + g(3) + g(23)) = a(0 + 0+ 0) = 0,

gdzie f jest stala funkcja réwna a, przy zalozeniu, ze 1, x2, x3 to Sciany parami sgsiednie.
feVa,geVs, to

(f,9) = f(x1)g(x1) + f(@7)g(2]) + f(22)g(22) + f(23)g(x3) + f(w3)g(x3) + f(z3)g(x3) =
= f(z1)g(x1) — f(z1)g(@1) + f(22)g9(22) — f(22)9(22) + f(23)9(23) — f(23)9(73) =0,

przy zatozeniu, ze x1,x2,x3 to $ciany parami sasiednie.

podprzestrzenie te sa L-niezmiennicze.

Rzeczywiscie, jesli f € Vi, L(f) = f € V4.

Jedli f € Va, to zauwazamy, ze Y., . (L(f))z = %-4-3 . f(z) = 0. Co wiecej, skoro N(z) = N(z*),
to L(f)(z) = L(f)(z"), a wiec f € V5.

Jesli f € V3, to L(f)(x) =0, bowiem N(z) sklada sie z parami przeciwleglych $cian.

L jest samosprzezony. Wyznacz jego baze ortonormalna ztozona z wektorow wtasnych.

Na potrzeby notacji w tym zadaniu zalézmy, ze $ciana =} = ;13 mod 6, & funkcje f € L bedziemy
zapisywad jako wektor RS podajac (f(21), f(w2), f(zs), f(w4), f(z5))

Zauwazmy, ze dimV = 6 oraz dimV; = 1 (baza: {(1,1,1,1,1)}), dim V5 = 2 (to przestrzen rozwia-
zan ukladu 4 rownan — réwnosci na trzech parach przeciwlegtych $cian i suma to zero, wiec baza to
{(1,-1,0,1,—-1,0),(1,0,—1,1,0,—1)}) oraz dim V5 = 3 (to przestrzen rozwiazan ukladu trzech réw-
nan, baza {(1,0,0,-1,0,0),(0,1,0,0,—1,0),(0,0,1,0,0,—1)}), zatem V =V; & Vo & V3.

Wystarczy wiec znalezé wektory wlasne rozpinajace kazda z tych niezmienniczych przestrzeni.

Mamy Ly, =idy,, wiec (1,1,1,1,1,1) jest wektorem wlasnym.

Dla V; zauwazmy, ze

L((1,-1,0,1,-1,0)) = (=1/2,1/2,0,—1/2,1/2,0) = =(1,—1,0,1, —1,0),

=N

L((17 07 _17 ]-7 07 _1)) = (_1/27 07 1/27 _1/27 07 1/2) = 5(17 07 _17 1707 _1)7

wiec te wektory tez sa wtasne. Niestety nie sa do siebie prostopadte, wiec musimy drugi z nich zorto-
gonalizowac:

(1,0,—-1,1,0,-1) — Z(L -1,0,1,-1,0) = %(1, 1,-2,1,1,-2)
Poniewaz V3 C ker L, to dowolna baza prostopadta V3 jest dobra, np:
{(1,0,0,-1,0,0),(0,1,0,0,—1,0),(0,0,1,0,0,—1)}.
Ostatecznie
{(1,1,1,1,1),(1,-1,0,1,-1,0),(1,1,-2,1,1,-2),(1,0,0,-1,0,0), (0,1,0,0,—-1,0), (0,0,1,0,0,—1)}

jest poszukiwana baza ortogonalna ztozong z wektoréw wlasnych, ktora jeszcze trzeba znormalizowaé
do

{(Llalal:l) (1a_17071a_170) (1a15_271a13_2) (1v0707_1a030)

\/6 ’ 9 ’ 2\/§ ’ \/5 ’
(0,1,0,0,—1,0) (0,0,1,0,0,—1)}
V2 ’ V2

Jednoczesnie istnienie takiej bazy dowodzi tego, ze L jest przeksztalceniem samosprzezonym.



