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. Niech V bedzie przestrzenia R? ze standardowym iloczynem skalarnym oraz ¢: V — V bedzie zadane
wzorem ¢((x,y)) = (x, —x +y). Sprawdz czy ¢ jest izometria badajac odpowiednia macierz.

Poniewaz baza standardowa jest tu ortonormalna, to wystarczy sprawdzi¢, czy macierz M ()3 jest orto-
gonalna.

wiec to nie jest izometria.

. () Niech K bedzie cialem o charakterystyce wiekszej niz 2. Znajdz izometrie pomiedzy K? ze standar-
dowym iloczynem skalarnym oraz (K2, (-, -)s), gdzie

(1, 22), (Y1,Y2))2 = T1Y1 + 222y2 + T1Y2 + T2y1.

Wystarczy znalezé baze ortonormalna w tej drugiej przestrzeni. Niech pierwszym wektorem bedzie (1,0),
wtedy dostajemy wektor prostopadly jako spelniajacy réwnanie x; + 29 = 0, zatem np. wektor (1,—1)
ma te ceche. Jego dlugos$é to v/1 + 2 — 1, zatem baza ortonormalna to (1,0), (1, —1), zatem

e((z,y)) = (z +y,—y)
jest izometrig.

. () Udowodnié, ze kazda rzeczywista warto$¢ wlasna dowolnej macierzy ortogonalnej jest réwna 1 lub —1.

Skoro kazda macierz ortogonalna jest macierza izometrii w pewnej bazie ortogonalnej, a izometrie zacho-
wuja dlugosci wektoréw, to po przemnozeniu tej macierzy przez wektor dlugosci 1 zawsze musi wyjs¢
wektor dlugosci 1, czyli jesli v jest wektorem wlasnym dlugosci 1, to p(v) = +o.

. Udowodni¢, ze kazdy zespolony pierwiastek wielomianu charakterystycznego macierzy ortogonalnej ma
modutl réwny 1.

Jedli a € R jest rzeczywista wartoscia wlasna, to na mocy poprzedniego zadania a = +1, wiec |a| = 1. Jesli
a € C\ R jest warto$cia wlasna, to a tez jest wartoscig wlasna. Wiec jesli v € C" jest wektorem wlasnym
dla a, to ¥ jest wektorem wlasnym dla a. Mamy 2Rv = v+70 oraz p(v+9) = ¢(v) +¢(0) = av+av = 2Rav,
a wiee ||2Rv]] = ||2aRv||, zatem |a| = 1, o ile R(v) # 0. W tym przypadku analogicznie rozwazamy wektor
v, ktéry tez oczywiscie jest wektorem wlasnym.

. Udowodnij, ze kazda izometria 2-wymiarowe]j przestrzeni euklidesowej jest albo obrotem, albo symetria
prostopadia.

Jedli vy, vy jest bazg ortonormalng tej przestrzeni to macierz tego przeksztalcenia w tej bazie jest orto-
gonalna. Kolumny macierzy ortogonalnej maja dtugosé¢ 1 w standardowym iloczynie skalarnym, zatem
pierwsza kolumna jest postaci (cos,sin@) dla pewnych 6 € [0,27). Ale skoro sa prostopadle w iloczynie
standardowym, to druga kolumna to £1 - (—sin 6, cos#). Zatem rozwazana macierz to

sinf cosf

[ cosf) —sinf }



lub
[ cosf  sinf ]

sinf —cos6

Ta pierwsza macierz, to macierz obrotu o kat 6, a ta druga to symetria wzgledem prostej lin(vy sin 6 +
va(1 — cosh)).

. Udowodnié, ze jesli A, B € May2(R) sa macierzami ortogonalnymi o wyznaczniku 1, to AB = BA. Wykaz,
ze nie jest to prawda dla macierzy n x n, n > 2.

Na mocy poprzedniego zadania wiadomo, ze jedyne macierz ortogonalne o wyznaczniku 1, to macierze
obrotu. Rzeczywiscie sktadanie obrotéw jest przemienne. Nie jest to prawda dla n > 2, np.
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sa ortogonalne.
Mozna z latwoécia to uogdélni¢ na dowolne wicksze n dodajac kolejne wiersze i kolumny z 1 tylko na
przekatnej.
. Wykazaé, ze jesli V jest przestrzenia euklidesowsg liniowa oraz ¢: V — V jest monomorfizmem liniowym
takim, ze

vv,wEV(UJ—U) - CP(H)J—@(U}))’
to ¢ jest zlozeniem izometrii i jednoktadnosci.
Zauwazmy, ze @ przeprowadza baze ortogonalng na baze ortogonalna. Co wiecej, jesli v_Lw sa jednostkowe
oraz takie, ze ||p(v)]| = a i@ ()| =bto (v+ w)Ll(v—w), zatem p(v) + p(w)Lp(v) — p(w), czyli

(p(v); p(v)) = (p(w), p(w)) = 0
a z drugiej strony
(p(v), p(v)) = (p(w), p(w)) = a® — V%,
czyli a = b. Zatem ¢ przeksztalca kazdy wektor v na wektor o dlugosci a|v||.

Wobec powyzszego przeksztalca ustalong baze ortonormalng na baze ortogonalng A o dtugosci wektoréw
a. Niech wiec B bedzie bazg ortonormalna powstala przez podzielenie wektorow z bazy A przez a. Wtedy
© = ¢ o), gdzie 1 jest izometria przeprowadzajaca ustalong baze na baze B, a 1 jest jednoktadnoscia o
skali a.

. Wykazaé, ze kazda macierz ortogonalna A € M3, 3(R) jest podobne do macierzy postaci
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Na pewno ma co najmniej jedna warto$¢ wlasna, a skoro to izometria to ta warto$¢ wlasna to £1. Jesli
wektor wlasne to v, to ¢ zdefiniowane macierza A obcigte do przestrzeni (lin(v))+ jest izometrig na
dwuwymiarowej przestrzeni, czyli obrotem lub symetria.



9.

10.

Niech U = lin((1,2,1),(1,0,1)) oraz V = lin((1,0,1))* w przestrzeni R ze standardowym iloczynem
skalarnym. Wskaz izometrie ¢ taka, ze [U] = V.

Baza V to ((0,1,0),(1,0,—1)) i jest ona prostopadla. Baza prostopadta U to ((1,0,1),(0,1,0)). Zauwaz-
my tez, ze ((0,1,0),(1,0,—1),(1,0,1)) jest baza ortogonalna R* oraz ||(1,0,—1)|| = ||(1,0,1)|. Zatem
przeksztalcenie ¢ takie, ze ¢((0,1,0)) = (0,1,0), ¢((1,0,—1)) = (1,0,1) i ¢((1,0,1)) = (1,0, —1) jest
izometria liniowa oraz p((z,y,2)) = (z,y, —2).

(%) Udowodnij, ze kazda izometria n-wymiarowe]j przestrzeni euklidesowej jest zlozeniem k symetrii pro-
stopadtych wzgledem pewnych n — 1 wymiarowych podprzestrzeni dla pewnego k < n.

Dowdéd indukeyjny. Dla n = 1 jasne.

Zalézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1 oraz niech @: V — V bedzie izometria n-wymiarowe;j
przestrzeni. Niech v € V. Mamy dwa przypadki.

(1) jesli p(v) = v, to niech W = lin(v). Wtedy @]y 1 jest izometria n — 1 wymiarowej przestrzeni, zatem
ol =1 -...p dla pewnych symetrii @1, ..., ¢r: Wt — WL k — 2- wymiarowych podprzestrzeni
Wi, ..., W} przestrzeni W+. Niech 1,...,9,: V — V beda symetriami prostopadlymi wzgledem
odpowiednio Wy + W, ... Wi +W. Wtedy ¢ =11 0...0y.

(2) jesli p(v) # v, to niech w = @(v) — v oraz niech 1: V — V bedzie symetriag wzgledem (lin(w))*.

Wtedy 9 (p(v)) = v, zatem na mocy pierwszego przypadku ¢ o @ = 11 0...01y dla pewnych symetrii
U1, . .., Y. Ale wtedy ¢ =1 o)y 0... 0.



