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20 kwietnia 2021

1. (~-) W R* ze standardowym iloczynem skalarnym znalezé wzér na przeksztalcenie liniowe bedace rzutem

prostopadlym na przestrzen
W =1in((2,1,0,1),(1,0,0,1)) oraz na przeksztalcenie bedace symetria prostopadla wzgledem W.

Niech ¢ bedzie rzutem, a v symetrig. Znajdujemy baze W
{2101}_}[100 1]
1 0 01 01 0 -1
czyli baza to: {(0,0,1,0),(-1,1,0,1)}. Zauwazmy teraz, ze wektory
(2,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,0),(-1,1,0,1)

sa wektorami wlasnymi przeksztatcen ¢ i 1, bowiem:

* ©((2,1,0,1)) = (2,1,0,1),9((1,0,0,1)) = (1,0,0,1),((0,0,1,0)) = (0,0,0,0),¢((-1,1,0,1)) =

(0,0,0,0),
e ((2,1,0,1)) = (2,1,0,1),%((1,0,0,1)) = (1,0,0,1),%((0,0,1,0)) = —(0,0,1,0),%((-1,1,0,1)) =
7(71713031)
Czyli jesli rozwazymy baze A = {(2,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,0),(—1,1,0,1)}, to:
1 0 0 0 10 0 O
A_[0 1 00 A4_| 01 0 O
M(‘P)A* 00 0 0 aM(d])A* 00 -1 0
0 0 00 0 0 0 -1
Znajdzmy wigc macierze zmiany bazy:
21 0 -1
st |10 0 1
MGUZ=1109 9 1 o0
11 0 1
i odwracajac ja otrzymujemy:
1 2 g =t
0 -1 0 1
MU= 9 o 1 o0
- 1 1
5 5 0 3
a wiec:
2 10 -1 1000 i 2 0
10 0 1 01 00 0 -1 0 1
st __ : st A : A . =
M(@)st_M(ld)AM(QO)AM(Id)st_ 0 0 1 0 00 0 O 0 0 1 0
110 1 0000 5 5 0 3
2 100 s 2 0 F % % 0 3
|10 00 0 -1 0 1 |13 5 O %1
10 000 0 0 1 O 0 0 0 O
-1 1 1 - 2
1100 2 1o ! 3 3 0 3



A wiec:
1
o((a,b,c,d)) = §(2a+b+d,a—|—2b—d,07a—b—|—2d)

1
¥((a,b,e,d)) = g(a +2b+2d,2a 4+ b—2d,—3¢,2a — 2b+d).

. () Niech A € M,,«x»(R) bedzie macierza o wierszach vy, . .., v,. Niech W (vy,...,v,) = 121. Oblicz | det A|.
(det A)? = 121, wiec |det A| = 11.

. Niech vy, ..., v bedzie ukladem wektoré6w w przestrzeni euklidesowej V' z iloczynem skalarnym (-, -) takim,
ze uklad vy, ..., v5_1 jest ortonormalny, a wyznacznik Grama ukltadu vy, ..., v, wynosi 25. Niech w bedzie
rzutem prostopadtym vy na (lin(vy, ..., vg—1))*. Ile wynosi ||w]|?

Zauwazmy, ze minor k — 1 na k — 1 to macierz jednostkowa, a w ostatnim wierszu i kolumnie sa kolejno
(vi, v). A zatem

k—1
W(vi, ... ,05) = (g, V) g Vi, vp)? =
i=1

(po odjeciu od k-tego wiersza i-tego pomnozonego przez (v;, v) dostajemy postaé tréjkatna).

Tymczasem,
[wll = V/llvl? = Il
gdzie
okll* = (vk, vk)

oraz r jest rzutem vy na lin(vy,...,vp_1), wiec

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1

HT”2 Z Ulavk ,Ulaz Uhvk Ul Z UZvvk az<vjavk>vj> = Z<Uiavk>2'

i=1 i=1 i=1 j=1 i=1

Zatem

k—1

lwll = Vllvll? = [I7[1* = | (oks ok) = p_(vi, v8)? = V25 = 5.

1

i

. W R? ze standardowym iloczynem skalarnym niech v; = (1,2,1), vo = (0,1, —2), v3 = (0,¢,1). Niech w
bedzie rzutem prostopadtym wektora vz na (lin((vy,v))*. Dla jakich ¢+ € R wektor w ma najmniejsza
dtugosce?

Zauwazamy, ze v1lvg. Zatem

2% +1 t—9 1(
v — —U
6 5 2730

w = vz — 5—10¢,2 + 4t,1 + 2t)

Oraz |lw||* = 55 (2t + 1)? ma dlugosé 0 dla t = —1/2.

. (%) Niech vy, ...,v bedzie liniowo niezaleznym ukladem wektoréw w przestrzeni V. Niech v € V oraz w
niech bedzie rzutem prostopadtym v na (lin(vy,...,vx))t. Wyznacz ||w|| w zaleznosci od W (vy, ..., vg)
oraz W(vy,...,vg,v).

Mamy w = v — w', gdzie w’ € lin(vy, ..., v;). Niech v’ = Zle a;v;. Zatem
(vy,v1) ... (v1,vk) (vy,w")
(vo,v1) ... {v2,vg) (vg,w")

W(vi, ... vop,v) = W(v, ... op,w+w') = ,

bowiem



oraz

(w,w') = 0.
Zatem
(vi,v1) ... (v1, oK) Z?:10i<vlavi> (v1,v1) ... {v1,v) 0
k
- : (vo,v1) ... (va,vk) Yo ai(ve,vy) (va,v1) ... (vg,vp) 0
Viy..., Vg, V) = +
(ok,01) o (omok) 00 asok,vs) || (o) vk, k) 0
(wiv)y ... (W, vg) Zleai<w’,vi) (w',v1) (w',vk)  (w, w)

No ale pierwszy sktadnik tej sumy jest réwny zero, bowiem ostatnia kolumna jest kombinacja poprzednich.
Natomiast drugi z tych skladnikéw jest réwny (w,w)W(vy,...,v;) (z rozwiniecia wzgledem ostatniej
kolumny). Zatem

W (v, .. v,0) = [|[w||*W (v, ..., 0),

a skoro vy, ..., v, sa liniowo niezalezne, to W (vy,...,vg) > 0 wiec
]| = W(vi,...,v%,0)
W(Ul,. . .,Uk)

6. Udowodnij, ze jesli przeksztalcenie liniowe pomiedzy przestrzeniami euklidesowymi zachowuje iloczyn

skalarny, to jest monomorfizmem.

Jedli p(v) = ¢(w) oraz ¢ zachowuje iloczyn skalarny, to skoro ¢(v — w) = ¢(v) — p(w) = 0, to {(p(v —
w), (v —w))2 =0, a zatem (v —w,v —w); =0, a zatem v = w.

7. Sprawdz, czy przeksztalcenie p: Vi — Vo, gdzie Vi = (R2, (-,-)1),

((z1,22), (y1,y2))1 = 10z1y1 + 14z1y2 + 142y1 + 2022y

natomiast V5 to R? ze standardowym iloczynem skalarnym, zadane wzorem o((z,y)) = (z + 2y, 3z + 4y)
jest izometrig.

(p(x1,22), 0(y1,y2)) = (w1 + 222,321 + 4x2), (Y1 + 2y2, 3y1 + 4y2)) =
= 10z1y1 + 14z1ys + 1dazoys + 2022y2 = (21, 22), (y1,Y2))1-

8. Sprawdz czy macierze

/2 V3)2

V32 1/2
0 1 0

-1 0 0
0 0 1

sa ortogonalne.

| e Ve Lk L0
0 107 [0 0 1
1 00|-|1 0 0|=]0
0 0 1] |o 1 0

Wiec obie macierze sg ortogonalne.



