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. (+) Znajdz uktad réwnan liniowych opisujaca warstwe podprzestrzeni lin((1,3,0,1),(2,9,4,2)) C R* za-
wierajaca wektor (1,1,—1,2).

1 3 01 R 1 3 01 R 1 0 —4 1
2 9 4 2 0 3 40 0 1 4/3 0
12,-4,3

Co daje baze rozwiazan (12,—4,3,0),(—1,0,0,1) i zatem réwnania

1221 —4a9 + 323 =0
—x14+x4=0

opisuja W, zatem

1221 — 429 +3x3 =5
—r1t+x4=1
opisuje szukang warstwe.

. Niech K = Z,. Dla W =1in((1,0,1,0), (0,1,1,1)) C K* wyznaczy¢ wszystkie warstwy podprzestrzeni W.

Jest cztery takie warstwy, bo uklad réwnan na W to

£L’1+£E2+£E3:0
o +x4 =0

i to jest jedna warstwa. Inne opcje to wyrazy wolne 1,0, 0,1 oraz 1,1 i one dajg warstwy zawierajace
odpowiednio wektory (1,0,0,0), (1,1,0,0) oraz (0, 1,0,0).

. Niech K bedzie cialem, oraz x1, ..., x, beda réznymi elementami zbioru X i niech
W= {f € F(X,K): f(@1) = ... = f(z,) = 0}.
Wykazaé, ze jesli H C F(X, K) jest warstwa W, to istnieja c1, ..., ¢, ze

H={fe F(X,K): f(x1)=c1,..., f(xy) =c}.

No tak, jesli h € F(X, K) takie, ze H = h + W, to wystarczy wziaé¢ ¢; = h(x;).

. Niech W bedzie m-wymiarowa podprzestrzenig przestrzeni (Z,)". Ile jest warstw podprzestrzeni W?

n—m

Mamy n —m réwnan, w kazdym p opcji na wyraz wolny. Zatem p (zauwaz, ze rézny wybor wyrazéw

wolnych zawsze daje rézne warstwy!).
. (+) Czy punkt (1,2,1) € R? jest kombinacja afiniczna punktéw (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)?

Nie, (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1) to baza, wiec jedyna opcja skombinowania to 1(1,0,0)+2(0,1,0)+1(0,0, 1),
ale1+2+1#1.



6.

10.

Dla jakich wartosci parametru ¢ € R punkt (5,%,4,3) € R?* jest kombinacja afiniczna punktéw

(1,0,1,0),(1,1,2,1),(0,1,1,0)?

Mamy

1 1 015 1 0 0] 2

O 1 1ft | |0 10} 3

1 2 14 0 0 1| —4

01 0|3 0 0 0|t+1
Zatem (5,¢,4, 3) jest kombinacja (1,0,1,0),(1,1,2,1),(0,1,1,0) wtedy i tylko wtedy, gdy t = —1. Jest tez
wtedy kombinacja afiniczna, bo 2+ 3 —4 = 1.

Niech po = (1,1,0), p1 = (0,1,2), ¢o = (3,1,3), ¢ = (1,0,1). Czy istnieje punkt p € R3 ktéry jest
kombinacja afinicznag pg i p1 oraz jest kombinacja afiniczna qg i q1.

Zatem mamy mie¢ agpg + a1p2 — bogo — b1g1 = 0, ale ag + a3 = 1 oraz by + by = 0. Zatem

10 -3 —-1|0 10 -3 —-1]0 10 -3 -1]0

11 -1 010 01 2 110 01 2 110

02 -3 -1/10|{—-(02 -3 -1|0|—-1]00 -7 =3|0|—

11 0 0|1 01 3 1|1 0 0 1 0|1

0 0 1 1|1 0 0 1 1|1 0 0 1 1|1
10 -3 —-1]|0 10 -3 —-1]0 10 -3 —-1]0
01 2 110 01 2 110 01 2 110
0 0 1 0O/1|—1]0 0 1 1|—=10 0 1 0|1
00 -7 =310 00 0 =37 0 0 O 0|7
00 1 11 0 0 O 110 0 0 O 110

Mamy sprzecznosé, wiec jest to niemozliwe.

Znalezé uklad réwnan oraz parametryzacje opisujace hiperplaszczyzne w R* przechodzaca przez punkty:
(1,0,1,1),(2,5,3,0),(2,2,1,1),(0,1, 2, 3).
Hiperplaszczyzna ta, to (1,0,1,1) + lin((1,5,2,-1),(1,2,0,0),(—1,1,1,2)). Stad od razu mamy parame-
tryzacje:

{I+t4+u—w,5t+2u+w,1+2t+w,1 —t+2w): t,u,w € R}.

Znajdujemy uklad réwnan opisujacych przestrzen styczna:

1 5 2 -1 100 -2
1 20 0 |—...—»]010 2
-1 1 1 2 0 01 -3
Czyli baza wspélezynnikéw to {(4, —3,3,1)}, a zatem przestrzen styczna opisuje rownanie 10z1 — 5xa +

9z3 + 34 = 0, wstawiamy wektor przesuniecia, czyli 10 + 9 4+ 3 = 22, czyli réwnanie opisujace badana
hiperprzestrzen to:
].Ofﬂl — 5.%2 + 9£83 + 3154 = 22.

Udowodnié, ze proste L1, Ly C K? opisane réwnaniami aiz1 +as®s = ¢, oraz bix1 +boxs = d s3 réwnolegle
wtedy i tylko wtedy, gdy a1b2 — asb; = 0.

Rzeczywiscie to zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ich przestrzenie styczne opisane réwnaniamiaixy +

a; az 0 ,
by b O]madac

przestrzen rozwiazan wymiaru 1, czyli jego lewa strona ma tylko jeden schodek, czyli zerowy wyznacznik.

asxy = 0, oraz byxy; + bexe = 0 sa ta sama przestrzenia, czyli uklad réwnan {

(%) Udowodnij twierdzenie Menelaosa, ktére méwi, ze jesli x1, xq, x5 sa pewnymi (niezaleznymi afinicznie)
punktami w przestrzeni liniowej nad cialem K oraz dla pewnych a, b, ¢, y1 = (1—a)xa+azs, yo = (1—-b)xs+
bxy oraz y3 = (1 —c)x1 + cxs sa takie, ze y3 jest afiniczna kombinacja y; iy, to abec = (a—1)(b—1)(c—1).

Mamy
yo —y1 = bry — (1 —a)xs + (1 — a — b)xs.



Stad wiadomo, ze 1 —a — b # 0, bo inaczej y1, y2 oraz x1, xs sg warstwami tej samej prostej. Z pierwszego
i drugiego warunku mamy, ze:

(1-0b)y1 —ay2 = (1 —a)(1 —b)xy — abxy,

czyli
(1-0b) a _(1-a)(1-0b) ab
T—a—bl  1—a—p”" T1-a—p BT 1_a-p""

jest jednoczeénie afiniczng kombinacja x1 1 xo oraz y; i yo, czyli musi by¢ to y3. Zatem

1—a)(1-0 ab
(1—0)$1+C$2=( 17);76 )562— T
a zatem
1-¢)(l—a—0b)=—ab
oraz

c(l—a—->b)=(1—-a)(l-0).

Ale taczac te dwa réwnania w jedno, dostajemy nasza teze.



