Geometria z algebra liniowa 11, 2020/2021
¢wiczenia 12. — rozwiazania

13 kwietnia 2021

1. (-+) Dla jakich t € R funkcjonal dwuliniowy (v,w) = v- A - w?, gdzie

4 0 1 2
0 3 ¢ 0
A= 1 ¢t 1 =11
2 0 -1 5
zadaje iloczyn skalarny?
Korzystamy z kryterium Sylvestera.
det AV =4 >0
det A® =12 >0
4 0 1
det A® =0 3 t|=9—4
1 ¢t 1
wiec > 0dlat € (-3/2,3/2).
4 0 1 2
@ _ |0 3 t 0 | _ 0 1as2
det A\ = 1+ 1 -1 =9 — 16t
2 0 -1 5

wiec > 0 dla t? < 9/16, czyli t € (—3/4,3/4). Poniewaz 3/4 < 3, to ostatecznie jest to iloczyn skalarny
dlat € (—3/4,3/4).

2. Niech ((@1,72,23), (Y1,Y2,Y3)) = 221Y2 + 2T2y1 + T2y2 + T2ys + T3y + 273Y3.
a) Czy jest to iloczyn skalarny w R3?
Nie jest to iloczyn skalarny, bo ((1,0,0), (1,0,0)) = 0.
b) Dla jakich r € R, {-,-)|w, jest iloczynem skalarnym na

WT = hn((Ta 17 0)7 (Oa 17 4))?
W bazie (r,1,0), (0,1,4) macierz (-, -)|w, to

dr+1 2r+5
2r+5 41 ’

co daje iloczyn skalarny jesli » > —1/4 oraz —4r% + 144r + 16 > 0, a wicc dla r € (—2(V/82 —
9), —2(—v/82 —9)), —2(1/82 — 9) > —1/4, wiec ostatecznie dla r € (—2(v/82 — 9), —2(—/82 — 9)).

3. Niech h: V x V' — R bedzie forma dwuliniowa symetryczna na skoniczenie wymiarowej przestrzeni V' nad
R i niech A bedzie baza V. Wykaz, ze h jest iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy G(h,.A) jest
kongruentna nad R do macierzy jednostkowe;.

Rzeczywiscie, jesli G(h,.A) jest kongruentna do macierzy jednostkowej, to znaczy, ze w pewnej bazie B,
G(h,B) = I, ale I spelnia kryterium Sylvestera, wiec jest to iloczyn skalarny. W druga strone, macierz
iloczynu skalarnego w bazie ortonormalnej jest jednostkowa, wiec rzeczywiscie macierz tego iloczynu w
pewnej bazie jest kongruentna z macierza jednostkows.



4. Niech W = 1in((0,1,2,1), (2, -1, —6, —1)). Znalezé baze W=

a) () w R?* ze standardowym iloczynem skalarnym,
W to przestrzen rozwigzan jednorodnego ukltadu réwnan:

0o 1 2 1}_}[10—20]

)

2 -1 -6 -1 01 2 1
czyli baza to {(2,-2,1,0),(0,—1,0,1)}.
b) w R* z iloczynem skalarnym
(21,22, 3, 24), (Y1, Y2, Y3, Y4)) = T1y1 — T1Y2 — T2y1 + 4T2y2 + 223Y3 — T3Ys — TaY3 + 2T4Ya.

W+ to przestrzeh rozwigzan jednorodnego ukladu réwnan:

-1 4 3 0 1 -4 -3 0
3 —6 —11 4 0 3/2 —-1/2 1|’

czyli baza to {(4,1,0,-3/2),(3,0,1,1/2)}.

5. Niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni R* ze standardowym iloczynem skalarnym opisana ukladem
rownan:

1+ 2x9 —x3+ 24 =0
1’1+31’2+1’3—$4:0

oraz niech W; = lin((2, 5,0, 0), (t+2,4+3t, —2+t, (t—2)?)). Dla jakich warto$ci parametru ¢t € R zachodzi:

o« W, CW?
o W, =W=?

Baza W to {(5,—2,1,0),(-5,2,0,1)}, czyli réwnania opisujace W+ to

51 —2x9 +x3 =0
—5x1 4+ 229 + 24 =0

Aby W; C W+ wektory (2,5,0,0), (t + 2,4 + 3t,—2 + t, (t — 2)?) musza spetniaé¢ te réwnania. Pierwszy
rzeczywiscie zawsze spelnia natomiast rozwazajac drugi, otrzymujemy uktad réwnan:

5(t+2)—24+3t)—2+¢t=0
—5(t+2)+2(4+3t)+(t—2)2=0

pierwsze réwnanie jest tautologia, natomiast drugie daje: t? — 3t + 2 = 0, co daje rozwiazania t = 1,2.
Czyli dla t =1 lub ¢t = 2 zachodzi W, C W,
Aby W, = W+ musza sie zgadzaé jeszcze wymiary, to znaczy dim W; = 2, czyli wektory (2,5,0,0), (¢ +
2,4+ 3t,—2 +t,(t — 2)?) musza by¢ liniowo niezalezne, co nie jest prawda w przypadku t = 2 i jest w
przypadku t = 1. Wiec ostatecznie W, = W+ wtedy i tylko wtedy, gdy t = 1.

6. W przestrzeni [? rozpatrzmy podprzestrzen W = R ciagéw prawie stale réwne 0. Znajdz W+. Czy
P=WaoWt?
Poniewaz v; = (0,...,0,1,0,...) € R, to jedli (v,v;) = 0, to x; = 0, zatem W= = {0} oraz [? # WOW,
bowiem (1,1/2,1/3,...) € .

7. (%). Funkcje || - ||: R™ — [0, 00) nazywamy norma, jesli ||v]| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy v jest wektorem
zerowym, dla kazdej liczby a € R, ||av|| = |a|||v| oraz ||v + w|| < ||v|| + ||w| dla kazdych dwdch wektoréw
v, w. Udowodnij, ze kazda norma, ktora speitnia regute réwnolegtoboku

[+ ol + flu = v][* = 2([ul]* + [Jv]*),

jest generowana przez pewien produkt skalarny.
Niech 1
(u,v) = 3 (lu+vll* = u—v[?),



oczywiscie funkcja ta jest symetryczna ze wzgledu na u i v.
Mamy tez
1
() = 3l +ull® = llu = ul?) = 4ul*/4 = |[u]* > 0,

oraz réwne zero wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.

Mamy tez:
Iz +z+yl” + o+ 2z — ylI> = 2z + 2] + Iyl

oraz
lz =2 +ylI* +llz — 2 = ylI* = 2(|lx — 2| + [lyl*)

odejmujac je od siebie mamy:
=z 49l = o =2 = P+ o2yl ez~ gl = 2= — 2P+ o+ =)

a zatem (z definicji (-, -, ))
(T+y,2) + (& —y,2) =2(x,2).

Wstawiajac ¢ = (u+v)/2, y = (u — v)/2 oraz w = z dostaje precyzyjnie, ze
(u, w) + (v,w) = (u+ v, w).
To wielokrotne stosowanie implikuje, ze dla a € Z,
(au,v) = alu,v),
co za to przy odwrotnej aplikacji daje, ze
(au,v) = alu,v),

dla @ € Q. Teraz dla dowolnych w, v, niech f(a) = a{u,v) oraz g(a) = (au,v). Obie te funkcje sa ciagle
oraz zgadzaja sie na liczbach wymiernych, wiec musza sie zgadzaé dla kazdego a € R.

Weedy [[ul| = v/4[ul]?/4 = \/i(lluﬂtll2 = llu—ull?) = V/{u, ).




