Geometria z algebra liniowa 11, 2020/2021
¢wiczenia 11. — rozwiazania

9 kwietnia 2021

1. Niech f € L(R?,R?) bedzie opisane macierza

7 1 —6
M(f)=|0 -1 0
8 2 -7

a) Znajdz baze Jordana dla tego przeksztalcenia.
Wielomian charakterystyczny to w(a) = —(a + 1)?(a — 1). Czyli wartoéci charakterystyczne to —1 i 1.
Wektor wlasny dla a =1 to (1,0, 1), a dla wartosci —1, to (—=3,0,4). ¢ = f+id = (8¢ +y —62,0,8z +
2y — 6z) 1 szukamy wektora takiego, ze ¥(v) = (—3,0,4). Jest to np. wektor (—4/5,7,0). A zatem
(1,0,1),(-3,0,4),(—4/5,7,0) jest baza Jordana.

b) Zbadaj, czy macierze M(f) i M(f~!) sa podobne.

7 -5 -6
M(fH=@(f))"'=]0 -1 0
8 —6 —T

Wielomian charakterystyczny to w(a) = —(a+1)?(a — 1). Skoro tez jest tylko jeden wektor wlasny dla
—1 ((-3,0,4)), to ma te sama posta¢ Jordana, wiec sa podobne.

2. Niech
2 -2 0 0
8 —6 0 0
A= -2 1 -3 1

-2 1 -1 -1

a) Podaj posta¢ Jordana macierzy A.
Liczymy wielomian charakterystyczny w(a) = (a + 2)%. Mamy r(A +2I) =2, a zatem q; =4 — 2 = 2.
(A +2I)? to macierz zerowa, wiec g = 2 — 0 = 2. Czyli mamy dwie klatki wielkosci 2, czyli macierz w
postaci Jordana to:

-2 1 0 0
0 -2 0 0
0 0o -2 1

0o 0 0 =2

b) Wypisz wszystkie macierze Jordana, ktére maja ten sam wielomian charakterystyczny i wielomian
minimalny, co A.
W takim razie m(a) = (a + 2)?, czyli wiadomo, ze r((M + 2I)?) = 0, czyli nie ma klatek wielkosci
3. Wiadomo tez, ze r(M + 2I) # 0, czyli jest co najmniej jedna klatka wielkodci 2. Zatem mamy
nastepujace opcje.

-2 1 0 0

0 -2 0 0

0o 0 -2 1 |’
0 0 0 -2 |
[—2 1 0 T

0 -2 0 0

o o0 -2 o0 |’
L 0 0 0 -2 |



3. Oblicz

[—2 0 0 0]
0 -2 0 0
0o 0 -2 1 |’
0 0 0 -2
(2 0 0 0]
0 -2 1 0
0 0 -2 0
0 0 0 -2
_4 _g 1
e

Wielomian charakterystyczny to (a + 2)(a + 1), wiec wartosci wlasne to —1 i —2, a wektory wlasne im
odpowiadajace to odpowiednio: (1,—1) oraz (—3,2). Zatem niech A = ((1,-1),(-3,2)).

Mamy
s 1 -3
M(zd)/f = { 1 9 }
oraz
-2 -3
M(id)7 = [ 11 }
Zatem

4 37" _[1 3] 1 o ] [-2 -3]_7[ 3070 3069
2 1 -1 2 0 1024 —1 —1 |7 | —2046 —2045 |

4. Niech ¢: R® — R3 bedzie endomorfizmem zadanym wzorem

e((z1, 22, 23)) = (—221 + 229 — T3, T2, T1 — 222)

oraz niech dla s € R,

-1 2 s
A, = 0O 1 0
0 2 -1

bedzie macierza o wyrazach rzeczywistych.

a)

Dla jakich s € R istnieje taka baza B przestrzeni R?, ze M(p)8 = As.

M(ei=1 0 1 0 [,

wiec wartosci wlasne to —1 oraz 1. I odpowiednie przestrzenie wlasne to lin((1,0, —1)) oraz lin((1,1, —1)).
r(A—1)=r((A-1)?) =r(A+1) =2 r(A+1)?) = 1, wiec klatka dla —1 mamy s; =3 —2 =1,

so =2 —1 =1 czyli klatka ma dwa wektory, a klatka dla 1 ma jeden wektor.

Wartosci wlasne As to takze —1 1 1. Jedli s # 0, to 7(As + I) = 2 oraz r((As + I)?) = 1, czyli

s1=3—-2=11s =2—1=1 czyli klatka ma dwa wektory, a wiec klatka dla 1 musi mie¢ jeden

wektor, co daje taki sam rezultat, jak w przypadku macierzy A. Tymczasem jesli s = 0, to r(As+1) = 1,

zatem mamy dwie pojedyncze klatki dla wartoéci wlasnej —1, czyli macierze nie sa podobne. Inaczej

méwiac istnieje taka baza B przestrzeni R3, ze M (p)5 = A, wtedy i tylko wtedy, gdy s # 0.

Znalez¢ baze Jordana endomorfizmu .

Mamy juz wektory wtasne (1,0,—1) i (1,1, —1) i wiemy, ze trzeba znalezé drugi wektor z klatki dla
—1, czyli za (1,0, —1).

(¢ +1d)((z1, 2, x3)) = (—x1 + 229 — T3, 2T2, T1 — 222 + T3),

zatem w tym przeksztalceniu (—1,0,0) przechodzi na (1,0,—1), czyli {(1,0,-1),(-1,0,0),(1,1,-1)}
jest bazg Jordana.



c¢) Podaé przyklad macierzy B takiej, ze BY = Ag i obliczyé¢ AP dla kazdej liczby naturalnej n.
Skoro A2 =1, to A2" = I oraz AZ"t! = Ay, w szczegblnosci B = Aj.

5. Rozwazmy dla kazdego a € R forme kwadratows q,: R?* — R zadang wzorem
q(z,y,2) = az® + 2yz.

Niech hq: R? — R3 — R oznacza taka symetryczna forme dwuliniowa, ze q,(v) = hq(v,v) dla kazdego
v € R3, oraz niech
W ={(z,y,2) €R®: x — 2y + z = 0}.

a) W zaleznosci od a € R znajdZ baze ortogonalna przestrzeni (R3,h) oraz wyznacz rzad i sygnature
formy dwuliniowej hy.

0
G(hg, st) = 0
1

o O Q
O = O

Zatem r(q,) = 2 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 oraz 3 w przeciwnym przypadku.

W takim razie wektor (0, 1, 1) jest nieizotropowy. ¢, (0,1, 1) = 2. Przestrzen prostopadia do tego wekto-
ra zadana jest réwnaniem y + z = 1, a wiec rozpieta jest przez (1,0,0), (0,1, —1). Mamy ¢,(0,1,—-1) =
—2 jest nieizotropowym a przestrzen prostopadia do niego zadana jest réwnaniem y — z = 1. Zatem
{(0,1,1),(0,1,—1),(1,0,0)} jest baza prostopadla A oraz

2 0 0
G(hg,A)=10 =2 0
0 0 a

Wobec tego jesli a < 0 to s(hy) = —1, jesli a = 0, to s(hy) = 0 oraz jesli a > 0, to s(hy) = 1.
b) Dla jakich a € R, w przestrzeni dwuliniowej (R3, h,) zachodzi R? = W @ W+,
W =1in((2,1,0),(—1,0,1))) i jedli to baza A, to

4a —2a+1

M(ha‘W7A): —2a+1 a ’

a jej wyznacznik to 4a? — 4a® + 4a — 1 = 4a — 1 jest niezerowy dla a # 1/4 — i wtedy teza zadania
zachodzi.

6. Niech (V,h) bedzie nieosobliwa przestrzenia dwuliniowa.

a) Zalézmy, ze dimV > 4 oraz v € V jest niezerowym wektorem izotropowym. Pokazaé, ze istnieja pod-
przestrzenie liniowe Wy i Wa, Wy # Ws wymiaru 3 przestrzeni V takie, ze przestrzenie (W1, hlw, xw, )
oraz (Wa, hlw,xw,) sa nieosobliwe oraz v € W N W,

Uzupelniamy v do bazy calej przestrzeni wektorami vy, va, v3 (bez straty ogdlnosci zakladam, ze V jest
czterowymiarowa) parami prostopadlymi. Niech A = {v, vy, v2,v3}. Wtedy

0 a b c
a x 0 O
G A=1% 0 4 o
c 0 0 =z

Zatem det G(h, A) = —a’yz — b*zz — Pzy # 0. Ale

det G(h|lin(v,v1,v2)7 {Ua V1, UQ}) = _aQQ - b2$7

det G(h|lin(v,vl,v3)7 {’U, vy, US}) =—a’z — 021'7

det G(h|lin(v,'u2,v3)> {U7 U1, U3}) = —bQZ - a2y7
Zatem co najmniej jeden z tych wyznacznikéw jest niezerowy. Bez straty ogdlnosci niech to bedzie
pierwszy z nich i zatem W7 = lin(v,v1,vs). Jedli ktérys z pozostalych jest niezerowy, to to konczy

dowdd, zatem zalézmy, ze sa zerowe. Ale wtedy G(hliin(v,v;,vs4vs)s 10, V1, V2 +v3}) # 0, wiec bierzemy
Wy = lin(v, vy, v2 + v3).



b) Zalézmy, ze dimV > 3 oraz v € V jest niezerowym wektorem izotropowym. Pokazaé, ze istnieja pod-
przestrzenie liniowe Wy i Wa, W1 # Wo wymiaru 2 przestrzeni V' takie, ze przestrzenie (W71, hlw, xw, )
oraz (Wa, hlw,xw,) sa nieosobliwe oraz lin(v) = Wy N Wh.

Uzupelniamy v do bazy calej przestrzeni wektorami vy, ve, v3 (bez straty ogélnosci zakladam, ze V' jest
trzy-wymiarowa) parami prostopadlymi. Niech A = {v, v, v2}. Wtedy

0 b
Gh,A)=| a 0
b Yy

o8

Zauwazmy, ze a,b # 0, bo przestrzenn ma by¢ nieosobliwa oraz to jest baza.
det G(h|1in(v7m)7 {v,v1}) = —a? #0,

det G(h|lin(v,v1)7 {Uv Ul}) = _b2 7é 07
Wobec tego Wy = lin(v,v;) oraz Wa = lin(v, v2) spelniaja warunki zadania.
7. Niech V bedzie przestrzenia wymiaru 3 nad C. Czy moze istnie¢ endomorfizm ¢: V' — V| ze endomorfizmy
0,02, ..., tworza baze przestrzeni End(V)?
Nie, z twierdzenia Cayleya—Hamiltona uklad id, ¢, 2, ¢ nie jest liniowo niezalezny, a wiec nie jest liniowo
niezalezny uktad ¢, 2, 03, p*.
8. Niech (V, h) bedzie przestrzenig dwuliniowa nad Q i niech v # 0 bedzie wektorem izotropowym. Czy moze
mie¢ miejsce réwnosé W = lin(v) @ (lin(v))+?

Nie, bo (lin(v), hliin(v)) jest osobliwa.



