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1 Automaty!

O automacie mozna mysle¢ jak na dwa zasadnicze réwnowazne sposoby. Mozecie my$le¢ o nim
jako o maszynie, ktéra ma pewng (skonczong) liczbe stanéw. Jest wérdd tych stanéw stan
poczatkowy, w ktérym maszyna znajduje si¢ przed rozpoczeciem pracy. Automat taki bedzie
dostawaé (czy odezytywaé) pewne stowo i w zaleznosci od tego przechodzi¢ do innych stanéw.
Precyzyjnie méwiac nowy stan maszyny zalezy od tego w jakim stanie maszyna si¢ znajduje i
jaka litera zostata wczytana. Maszyna ma za zadanie zaakceptowaé¢ lub odrzuci¢ wezytywane
stowo — dlatego wérod stanéw jest jeden lub wiecej stanow akceptujacych. Jesli po przeczytaniu
stowa maszyna znajduje si¢ w jednym z nich, to stowo jest akceptowane. Jesli jest w dowolnym
innym stanie, stowo jest odrzucane.

Réwnowaznie, mozecie mysleé¢ o automacie jako o grafie, ktérego wierzcholki to stany (i jest
jeden wierzcholek poczatkowy oraz pewne wierzchotki akceptujace), a krawedzie to strzatki
pomiedzy tymi wierzchotkami podpisane poszczegolnymi literami. Wtedy dziatanie automatu
to pewne droga przez graf zaczynajaca sie w wierzchotku poczatkowym i kazdorazowa idgca z
wierzchotka do wierzchotka strzatka podpisana dang litera.

Na przyktad to jest automat:

Stan poczatkowy jest oznaczony dodatkowa strzatka, zas stan koncowy podwojnym kotkiem.



Zadanie 1

Przesledzcie dziatanie automatu dla nastepujacych stow: aba, abb, aababb, abbab, abababa. Jakie
sg kolejne stany po wezytaniu kolejnych liter przez automat? Ktére z tych stow sg przez niego
akceptowane?

Zadanie 2

Jaka jest cecha wyrdzniajaca wszystkie stowa akceptowane przez ten automat, od stow, ktére
nie sa przez niego akceptowane? Udowodnijcie, ze teza, ktéra stawiacie jest prawdziwa.
Wskazowka: Znajdicie wspolng ceche akceptowanych stéw. Nastepnie trzeba wykazaé, ze tylko stowa
majgce te ceche sq akceptowane oraz wykazaé, ze zZadne stowo majgce te ceche nie moze byé odrzucone.

Zbiér wszystkich stow, ktore bedg przez automat zaakceptowane nazywa sie jezykiem roz-
poznawanym przez ten automat.

Zadanie 3

Zmodyfikujmy nieco rozpatrywany automat

Jaki tym razem jezyk jest przez ten automat rozpoznawany?
Wskazowka: Jaka jest réznica pomiedzy tym automatem a poprzednim? Co dzieje sie, gdy dotrzemy do
stanu akceptujgcego, ale jeszcze sq jakies litery do wczytania.

2 Automaty a zycie

Wiele proceséw zachodzacym w ,.prawdziwym $wiecie” da sie opisa¢ przy pomocy automatu.
Najprostszym przyktadem jest chociazby wtacznik $wiatta. Taki automat ma dwa stany: ,on” i
LOff” (zaldzmy, ze stan poczatkowy to ,off”). Ma tylko jeden znak, z ktérego moga by¢ ztozone
Stowa” | ktore czyta. Nazwijmy ten znak n (jak naci$nij). Pod wplywem n wlacznik zmienia
swoj stan z ,on” na ,off” i na odwrét. Dla ustalenia uwagi, powiedzmy, ze stan akceptujacy to

jest zapalone $wiatlo. A zatem mamy taki automat:

n



Oczywiscie ten automat ,akceptuje” (wlacznik ma zapalone $wiatto) stowa ztozone z nieparzy-
stej liczby n (nieparzystej liczby nacisniec).

Zadanie 4

Zmajdzcie jakas inng rzecz z ,prawdziwego swiata”, ktorg da si¢ opisa¢ prostym automatem i
to zrobcie!

3 Nie kazdy jezyk jest regularny!

Przypomne, ze zbior stéw nazywamy jezykiem regularnym, jesli istnieje automat, ktéry go
rozpoznaje (czyli akceptuje stowo wtedy i tylko wtedy, gdy nalezy do tego jezyka). Na przyklad,
W pierwszej czesci zobaczyliSmy, ze zbior wszystkich stow konczacych sie na abb jest jezykiem
regularnym. Podobnie zbiér wszystkich stow, ktore zawieraja podstowo abb. Okazuje sie jednak,
ze nie kazdy jezyk jest regularny.

Narzedziem pozwalajacym tatwo dowies¢, ze jakis jezyk nie jest regularny jest tzw. ,lemat
o pompowaniu”. Porozmawiajmy o nim na konkretnym przyktadzie. Okazuje si¢, ze chociazby
jezyk wszystkich stéw, ktore sa postaci: n liter a, a potem n (czyli tyle samo) liter b nie
jest regularny. Udowodnijmy to! Zaltézmy przeciwnie, ze tej jezyk jest regularny, czyli istnieje
automat, ktéry go rozpoznaje. W takim razie automat ten ma ile$ stanéw powiedzmy, ze N.
WezZmy zatem stowo, ktore najpierw ma N + 1 liter a, a potem N + 1 liter b. Ale automat ma
tylko N stanéw. To oznacza, ze przechodzac przez pierwsze N + 1 liter a musi odwiedzi¢ co
najmniej jeden swéj stan (nazwijmy ten stan S), co najmniej dwa razy. Jak spojrzymy na graf
tego automatu, to znaczy, ze czytajac kolejne litery a przeszlismy cyklem ze stanu S znoéow do
tego samego stanu S. Powiedzmy, ze ten cykl wymagal on nas przeczytania k liter a. Na koniec
jednak czytane stowo musi by¢ zaakceptowane, a wiec przeczytawszy reszte liter a oraz N + 1
liter b trafiamy na stan akceptujacy.

Zastanowmy sie jednak, co by byto, gdyby nasz automat czytal stowo, w ktérym jest N+k+1
liter a, a potem N +1 liter b. Poczatek bytby taki sam — dojdziemy do stanu .S, a potem zrobimy
cykl i znajdziemy si¢ znéw w stanie S — jak poprzednio. Teraz jednak przed nami kolejne k liter
a. Ale wiemy, ze po przeczytaniu kolejnych k litera a ze stanu S znéw znajdziemy sie w stanie
S. No dobrze, a dalej bedzie znéw tak jak poprzednio — przeczytanie reszty liter a oraz N + 1
liter b przeprowadzi nas ze stanu S do stanu akceptujacego. Czyli automat zaakceptowal tez i
to stowo. A nie powinien! Bo ma akceptowaé tylko stowa postaci n liter a, a potem n liter b.
Sprzecznosé!

Zadanie 5

Udowodnijcie w podobny sposob, ze jezyk wszystkich palindroméw (czyli stéw takich, ktore
wygladaja tak samo, gdy czytaé je od poczatku i od konica) nie jest regularny.

Wskazowka: Podobnie jak poprzednio, zalozmy zZe ten jezyk jest jednak regularny i w zwigzku z tym
istnieje automat, ktory go rozpoznaje. Niech ma on N standw. Rozwazmy stowo postaci N + 1 liter a,
potem litera b, a potem N + 1 liter a. To jest palindrom, wiec stowo to powinno byé rozpoznane przez
ten automat. Ale. ..



4 Automaty niedeterministyczne

Mozemy troche rozszerzy¢ definicje automatu dopuszczajac wiecej niz jeden stan poczatkowy
oraz niejednoznacznosé przejsé (z jednego stanu moze wychodzi¢ wiele przej$é podpisanych te
sama litera). Na przyktad ponizszy automat jest niedeterministyczny.

Jego niedeterminizm tkwi w tym co sie dzieje w stanie poczatkowym po wezytaniu litery a.
Sa tutaj dwie opcje. Automat moze pozosta¢ w stanie P lub przej$¢ do stanu ). Powiemy, ze
automat niedeterministyczny akceptuje pewne stowo, o ile istnieje taka trasa przez ten automat
wynikajaca z kolejnych liter tego stowa, ktora prowadzi do stanu akceptujacego. Inaczej mowiac,
jesli ze wszystkich mozliwych biegow automatu pod wptywem tego stowa istnieje taki, ktory
konczy sie na stanie akceptujacym.

Zadanie 6

Ktore stow: aba, abb, aababb, abbab, abababa sa akceptowane przez powyzszy automat? W
przypadku stéw akceptowanych, jak wyglada bieg, ktéry konczy sie w stanie akceptujacym?
Jaki jezyk jest rozpoznawany przez ten automat?

Okazuje sie, ze kazdy automat niedeterministyczny mozna ,przerobi¢” na automat deter-
ministyczny. Oto ,przerébka” rozwazanego wyzej automatu.

Zadanie 7

Jaki jest doktadnie zwiazek tego automatu z automatem niedeterministycznym z poprzedniego
rysunku. Czemu odpowiadaja stany nowego automatu? Dlaczego przejScia w nim sg takie, a
nie inne?

Wskazowka: Popatrzcie na przyklad na stan P,Q. Do jakich standw mozna dojsé przy pomocy litery
a w oryginalnym automacie, jesli jest sie w stanie P lub w stanie Q?



5 Wyrazenia regularne

Jest jedno specjalne slowo, nie zawierajace zadnego znaku, czyli stowo puste. Bedziemy je
oznaczaé €.

Oznaczenie to bedzie nam potrzebne czasem w wyrazeniach regularnych. Wyrazenie regu-
larne to pewien ciag znakéw ktoéry koduje pewien jezyk (czyli ciag stéw). Wyrazenia regularne
konstruuje i rozumie si¢ nastepujaco:

e ¢ jest wyrazeniem regularnym i oznacza jezyk ztozony z tylko tego pustego stowa, czyli

{e},

e pojedyncza litera, np. a jest wyrazeniem regularnym i oznacza jezyk ztozony tylko z
pojedynczego stowa bedacego ta litera.

e jesli v i w sg pewnymi wyrazeniami regularnymi, to v.w tez jest wyrazeniem regularnym
(nazywanym konkatenacja tych dwoch wyrazen). Oznacza jezyk wszystkich stow, ktére
moga by¢ podzielone tak, ze poczatek nalezy do jezyka opisanego przez v, a koniec do
jezyka opisywanego przez w. Na przyklad a.b oznacza jezyk ztozony z jednego stowa {a, b}.

e jesli v i w sa pewnymi wyrazeniami regularnymi, to v +w tez jest wyrazeniem regularnym
(nazywanym suma tych dwéch wyrazen). Oznacza jezyk wszystkich stow, ktére sa w
jezyku opisywanym przez v lub w jezyku opisywanym przez w. Zatem np. a + & oznacza
jezyk ztozony z dwoch stéow {e, a}. Natomiast a.(a+b) oznacza jezyk ztozony z dwbch stéw
{aa,ab}. Oczywiscie, w wyrazeniach regularnych mozemy uzywaé¢ nawiasoéw aby okresli¢
kolejnosé operacji. Jezyk (a.a) +b to jezyk {aa,b}.

e jesli v jest wyrazeniem regularnym to v* jest tez wyrazeniem regularnym (gwiazdka
Kleenego, domkniecie v). Oznacza to jezyk stéw, bedacych wielokrotna (w dowolnej
liczbie, tez zero) konkatenacja stéw z jezyka opisywanego przez v. Na przyklad a* =
{e,a,aa,aaaq,...}, oraz (a+0b)* = {e,a,b,aa,ab,bb, aaa, aab, aba, abb, baa, bab, bba, bbb, . . .}.

Zadanie 8

Opisz jakie jezyki oznaczajg nastepujace wyrazenia regularne:
a) (a.b)*

b) (a+b)*.a

¢) (a+b)*.a.b.b.(a+0b)*

d) (0 +(1.0*.1))*

Jednym z najwazniejszych twierdzen w teorii automatéw jest Twierdzenie Kleenego. Méowi
ono, ze jezyk jest regularny (czyli rozpoznawany przez pewien automat) wtedy i tylko wtedy,
gdy da si¢ go opisa¢ pewnym wyrazeniem regularnym.

Sprébujmy teraz znalezé automat (by¢ moze niedeterministyczny), ktéry rozpoznaje jezyk
zadany pewnym wyrazeniem regularnym.



Zadanie 9

Znajdzcie automat rozpoznajacy jezyk opisany wyrazeniem regularnym (a.a.b + b.a)*.a.a*.
Wskazowka: Najpierw zastanowcie sie jak wygleda taki automat dla wyrazenia a.a.b?

Wskazowka: Co trzeba dodaé, by uzyskaé a.a.b+b.a?

Wskazowka: To teraz zastandwcie sie jak zmodyfikowaé ten automat, by dostaé (a.a.b+b.a)*.
Wskazowka: Dorzuémy zatem koncéwke naszego wyrazenia (a.a.b+ b.a)*.a.a*. Co wtedy?
Wskazowka: Na koniec, dla pelnosci mozecie dodac stan ,$mieciowy” i przejscia do niego ze standw,
z ktorych do tej pory mie bylo kompletu przejsc.

Pora zrobi¢ to w druga strone. Znajdzmy wyrazenie regularne, ktore opisuje jezyk opisywany
przez dany automat. Caty trik polega na tym, zeby oprocz liter dopusci¢ w przejsciach dowolne
wyrazenia regularne (wtedy to przejscie znaczy, ze automat zmienia stan nie pod wplywem
pojedynczej litery, ale pod wplywem stowa, ktére pasuje do wyrazenia regularnego). Dzieki
temu mozna bedzie usuwaé kolejne stany automatu zmieniajac przejscia na coraz bardziej
skomplikowane wyrazenia regularne (zeby sam automat byt réwnowazny), aby w koricu zostaly
tylko stan poczatkowy i koncowy, a taczy¢ je bedzie przejscie opisane szukanym wyrazeniem
regularnym. Najtatwiej to zobaczy¢ na przyktadzie. Zacznijmy od nastepujacego automatu.

Zauwazmy ze stan R mozna usuna¢ dodajac strzatke ze stanu @) do ) opisang wyrazeniem
regularnym a.b*.a, bo doktadnie takie stowa moze wytworzy¢ wizyta w stanie R. Dostajemy
wiec

Zadanie 10

Sprobujcie kontynuowaé proces usuwania standéw, aby osiggnaé tylko dwa — poczatkowy i ak-
ceptujacy potaczone strzatka opisang szukanym wyrazeniem.

Wskazowka: Mozna spokojnie usungé stan B oraz przejscia do niego prowadzgce, poniewaz z niego nie
da sie dojs¢ do stanu akceptujgcego.

Wskazowka: Pora usungé stan T zastepujgc go odpowiednim przejSciem z P do S.

Wskazowka: Jakim przejsciem moZecie teraz zastgpic cale bebechy automatu, by zostawic tylko stan
poczgtkowy i akceptujgcy?



6 Logika monadyczna

Okazuje si¢ rowniez, ze nie dos¢, ze kazdy jezyk regularny mozna opisa¢ automatem i mozna
opisa¢ wyrazeniem regularnym, to mozna tez go opisa¢ formuta logiczna. W tych formutach
logicznych litery z,y, z, ... beda oznacza¢ pozycje w stowie. Wiec x = y oznacza, ze x i y to ta
sama pozycja, a r <y, ze pozycja x jest w stowie przed pozycja y. Ponadto mozemy uzywac
sformutowania nast(x,y), ktére oznacza, ze pozycja y to kolejne pozycja w stowie (kolejna
litera) po pozycji y. W formutach beda tez wystepowaé zbiory pozycji X, Y, Z,.... Zatem x € X
oznacza, ze pozycja x nalezy do zbioru X. Mozna réwniez uzywaé tzw. kwantyfikatorow:

e VY, dla kazdej pozycji w stowie x,. . .,

e Vx dla kazdego zbioru pozycji X,.. .,

e 1, istnieje taka pozycja w stowie x, ze. ..,
e dy istnieje taki zbiér pozycji X,. ...

Dla kazdej litery, np. dla litery a, a(x) bedzie oznaczaé, ze na pozycji x w stowie jest litera a.

A zatem na przyklad, V,a(z) jest formuta, ktéra moéwi, ze wszystkie litery w stowie to a.
Natomiast 3,3,2 <y Aa(x) Ab(y) oznacza, ze w stowie sg dwie pozycje takie, ze na pierwszej z
nich stoi a, a na drugiej b. Na przyktad stowo aaab spetnia t¢ formute. Natomiast stowo baaaac
jej nie spetnia. Jezykiem definiowanym przez formute nazywamy zbiér wszystkich stow, ktore

ja spetniaja.

Zadanie 11

Wypiszcie przyktady dwoch stéw speliajacych i nie speliajacych ponizszych formut. Opiszcie
jezyki zdefiniowane przez te formuty.

a) 3;3,a(x) Ab(y) Anast(z,y),

b) Ix(Via((ze X & (b(z)ve(r)))A-3,3,3.(re XA (~ye X)rze X Az <y<2)).
Wskazéwka: Co o X méwi formula x € X < (b(z) ve(x))?
Wskazowka: Co o X mowi formula -3,3,3, (v e X A(-~ye X)rzeXAx<y<z)?

Zadanie 12

Opiszcie formuly jezyk akceptowany przez automat, ktory rozwazaliSmy w zadaniu 1.
Wskazowka: Zastandwcie sie jak powiedzieé w logice monadycznes, Ze jakas pozycja jest na koncu stowa.

7 Zadania dodatkowe

Zadanie 13

Rozwazmy nastepujacy automat



Przedledzcie dzialanie automatu dla nastepujacych stéw: ba, e, aabbbab, baaabbbab. Jakie sg
kolejne stany po wezytaniu kolejnych liter przez automat? Ktore z tych stow sg przez niego
akceptowane?

Zadanie 14

Opiszcie jezyk, ktory jest rozpoznawany przez ten automat.

Zadanie 15

Jezykiem wyrazen arytmetycznych nazywamy jezyk nad alfabetem
{(’ )707 ]‘7 2’3747 5767 77 8’ 97 +’ .7 _7/}

ciagoéw znakoéw bedacych poprawnymi wyrazeniami arytmetycznymi. Udowodnij, ze nie jest to
jezyk regularny.

Zadanie 16

Rozwazmy ponizszy automat niedeterministyczny.

Ktoére stow: aba, abb, aababb, abbab, abababa sa akceptowane przez powyzszy automat? W
przypadku stéw akceptowanych, jak wyglada bieg, ktéry konczy sie w stanie akceptujacym?
Jaki jezyk jest rozpoznawany przez ten automat?

Zadanie 17

Przeksztatécie rozwazany wyzej automat niedeterministyczny na deterministyczny.



Zadanie 18

Znajdzcie wyrazenie regularne opisujace jezyk rozpoznawany przez automat z zadania 16 (po-
dobnie jak w zadaniu 9).

8 Praca domowa

Zadanie 19 (1 punkt)

Rozwaz nastepujacy automat czytajacy stowa ztozone z cyfr 0,1, 2.

Jakie kolejno stany beda odwiedzane pod wptywem stéw: 010201, 120, 2221, 120107 Ktore z
nich bedg zaakceptowane?

Zadanie 20 (2 punkty)

Jaki jezyk rozpoznaje rozpatrywany w poprzednim zadaniu automat?

Zadanie 21 (3 punkty)

Zmodyfikuj tak rozpatrywany automat, aby otrzymaé¢ automat niedeterministyczny, ktory ak-
ceptuje tylko takie stowa, ktére sg akceptowane przez oryginalny automat, ale konczg sie dwoma
cyframi 1. Nastepnie zaproponuj automat deterministyczny rozpoznajacy identyczny jezyk.
Wskazowka: W pierwszym przypadku wystarczy dodaé 3 stany (wliczajgc stan kodujacy blad).
Wskazowka: Rysujgc drugi automat uzyj trzech roznych kolorow do przejsé opisanych 0, 1 ¢ 2, aby
zwiekszyé czytelnoscé rozwigzania.
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