Geometria z algebra liniowa 11, 2020/2021
¢wiczenia 2. — rozwigzania

5 marca 2021

1. () Dla ponizszych endomorfizméw znalezé wartosci wlasne i bazy odpowiadajacych im przestrzeni wla-
snych:

a) ¢: R? = R?, o((2,9)) = (22 — y, —z + 2y),
b) ¢: R* - R o((z,y, 2,t)) = (—6x — y + 22,31 + 2y + t, —14x — 2y + 52, —1).
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wiec A =16 — 12 = 4, czyli wartosci wlasne to 1, 3.
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Przestrzen wlasna dla wartosci wlasnej 1 jest opisana ukladem réwnan {z —iy- 0 , czyli jej baza
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jest jednowektorowa i jest to wektor (1,1).
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Przestrzen wlasna dla wartosci wlasnej 3 jest opisana uktadem réwnaﬁ{ vy 0 , czyli jej baza
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jest jednowektorowa i jest to wektor (1,—1).
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Czyli wartoéci wlasne to 11 —1.
Przestrzen wlasna dla wartosci 1:
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czyli baza jest jednowektorowa, np: (1, —3,2,0).
Przestrzen wlasna dla wartosci —1:
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czyli znéw baza jest jednoelementowa, np: (1,—1,2,0).

2. Dla endomorfizmu ¢: R? — R3 o((z,y, 2)) = (z—vy, x+3y+z, 22) znalezé wartosci wlasne i odpowiadajace

im bazy przestrzeni wtasnych.
Liczymy wielomian charakterystyczny:
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Czyli jedyna wartos$cig wlasna jest 2. Znajdujemy baze przestrzeni R%Z)(cp):
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Zatem baza to {(1,—-1,0)}.

. Dla endomorfizmu ¢: R3 — R3, ¢((a,b,c)) = (3a,a + 2b — ¢,a — b + 2¢) zbadaé, czy istnieje baza A
przestrzeni R? ztozona z wektoréw wiasnych endomorfizmu ¢. Jeéli tak, to podaé przyklad takiej bazy i
wyliczy¢ M(¢)4.

Liczymy wielomian charakterystyczny:
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Czyli warto$ciami wlasnymi sg 1 i 3. Wyliczmy baze R?l)(go) :
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Czyli baza to {(0,1,1)}. Zajmijmy si¢ ]R?S)(go) :
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Czyli baza to {(1,1,0),(1,0,1)}. Zestawiajac bazy R?,)() i R (¢) dostajemy baze calej przestrzeni, a
wiec szukang baze wlasna A = {(0,1,1),(1,1,0),(1,0,1)} i wobec tego:
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. Niech V bedzie przestrzenia funkcji R — R majacych pochodne i-tego stopnia dla kazdego ¢ € N oraz
niech ¢: V' — V bedzie takie, ze p(f) = f’ dla kazdego f € V. Wykazad, ze kazda liczba a € R jest
wartoscia wlasna . Dla kazdego a € R znalez¢ V(.

Rzeczywiscie p(e*”) = ae®® dla kazdego a € R, zatem a jest wartoscig wlasng ¢. Viq) = {f: f' = af} =
{ce®®: c € R}.

. Niech w(\) = (=1)"A\" + a, 1 A" ! + ...+ a1\ + ag bedzie wielomianem charakterystycznym macierzy
A € Myxn(K). Wykazaé, ze

a) det A = ay,

b) trA = (—1)”_1an,1

w(A) = det(A — AI), czyli det A dostaniemy po podstawieniu A = 0, czyli to rzeczywiscie ag.

Ze wzoru permutacyjnego widoczne jest, ze jedyna opcja na pojawienie si¢ w wyznaczniku macierzy A—\I
wyrazoéw A"~ to iloczyn wyrazéw na przekatnej. Ten iloczyn wyrazéw na przekatnej to []\_, (z; — A),
gdzie z; to i-ty wyraz na przekatnej. Zatem wspo6lezynnik przy A" to D7 @;(—1)" 71 = (=1)" " HrA.

. Niech A = {vy,...,v,} bedzie baza V oraz niech ¢: V — V bedzie endomorfizmem takim, ze ¢(v;) = v;41

dlai=1,...,n—11p(vy) =apv1 + ...+ ap_1v,. Znalezé wielomian charakterystyczny .
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Bierzemy rozwiniecie Laplace’a wzgledem ostatniej kolumny i mamy:
n—1
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C, taka ze C~1AC jest diagonalna.

Wyliczmy wielomian charakterystyczny:

. () Zbadaé, czy macierz A = { ] € Msy2(R) jest diagonalizowalna. Jedli tak, to znalezé macierz

=X -5\ +6,
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czyli wartosci wlasne to 2 1 3.
V(2) ma bazg¢ jednowektorows (1, —1), zas V(g) wektor (—2,1), czyli A = {(1,—1), (-2, 1)} jest baza wlasna

oraz M(id)ﬁAM(id)fj{ = [ g g ] jest diagonalna. A zatem C' = M (id)% = [ _11 —12 ] .

. (%) Niech a € R\ {0} oraz niech F,G: R"™ — R"™ beda przeksztalceniami liniowymi, takimi ze
FoG—-GoF =aF.

Udowodnij, ze:



a) dla kazdego k €N, F¥ o G — G o F* = akF*,
b) istnieje k > 1, ze F* = 0.

Zadanie z IMC 1994. Mamy

k
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Rozwazmy przeksztalcenie L: L(R™, R") — L(R™ R™) zadane jako L(F) = F oG — G o F. Inaczej méwiac
przeksztalcenie to przeksztalca macierze n x n na macierze n x n. Moze wiec mieé¢ co najwyzej n? wartosci
whasnych. Zakladajac jednak, ze dla pewnego F, dla kazdego k, F* # 0, mamy ze dla kazdego k, ko jest
wartos$cig wlasna i jest ich nieskonczenie wiele. Ale to daje sprzecznosé.



