Geometria z algebrg liniowa I, 2019/2020
¢wiczenia 28. — rozwiazania

21 lub 23 stycznia 2020

1. Dla endomorfizmu ¢: R? — R% o((z,y)) = 3z + 4y,5z — 2y) oraz baz: A = {(4,1),(3,1)}, As
{(2,3),(5,8)}, A3 = {(4,2),(1,1)} znalez¢é macierze A; = M(cp)ﬁ‘ oraz macierze C,; spelniajace A;

Ci;'AiCy; dlai,j =1,2,3.
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5 _9 ] . Sprawdzmy jak wektory z bazy standardowej przedstawiaja sie w bazie A;: (1,0) =
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Obliczmy jak si¢ przedstawiaja wektory z bazy Az i Ag w bazie A;: (2,3) = (—7,10) 4,, (5,8) = (—19,27) 4,
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2. Podaé przyktad takich macierzy A, A’ € Msyxo(R), ze istnieje endomorfizm ¢: R? — R? oraz bazy

A A B, B przestrzeni R?, ze A = M(p)5, B = M(go)ﬁ,, ale nie istnieje endomorfizm ¢: R? — R2
oraz bazy A, A’ przestrzeni R?, ze A = M(p)4, B = M ()%
Niech A = [ (1) 0 ] A = [ (2) (1) } oraz p((x,y)) = (z,y), wtedy dla A = {(1,0),(0,1)} = B = A’
oraz B’ = {(1/2,0),(0,1)}, mamy A = M(p )A, B = M(p)% B Tymczasem jesli dla pewnych baz A, A’
przestrzeni R?, ze A = M(p ) ©)a, B =My ) ©)2, to drugi warunek implikuje, Ze istnieje niezerowy wektor
B1, ze p(B1) = 201, ale to nieprawda, skoro ¢ to identycznos$é, na mocy macierzy A = M (p )A

3. Niech A € M,y (K). Wykazaé, ze jedli jedyna macierza podobna do A jest A, to A = al dla pewnego
ac K.
Zauwazmy, ze T;; = (T;;) !, zatem T;; AT;; = A, czyli macierz A, w ktérej zamieniono i-ty i j-ty wiersz
oraz i-ta i j ta kolumne, to nadal macierz A. W ten sposéb mozna zamieni¢ miejscami dowolne dwa wyrazy
na przekatnej, stad ich réwnoséé. Co wiecej dla dla i # j mamy E;;(1) = E;;(—1). Zatem E;;(1)AE;;(—1) =
A. W elemencie ¢, k, k # 1, j po takiej operacji na wierszach pojawi si¢ a;i + aji, ale wyraz ten nie zmieni
si¢ po operacji na kolumnach. Zatem, a; = 0. Czyli A = al dla pewnego a € K.
Co wiecej taka macierz, rzeczywiscie ma te wlasnosé, ze tylko ona jest podobna do siebie, bo jest to macierz
jednokladnodci o skali a w dowolnej bazie — i w dowolnej bazie jest to przeksztalcenie ma te macierz.

4. Wykazaé, ze jesli A € My, x,(K) i det A # 0, to dla kazdej macierzy B € M, «,(K), macierze AB i BA
sa podobne. Podaé przyklad macierzy A, B € M, «,(K) takich, ze AB i BA nie sa podobne.
Wtedy (A71)(AB)A = BA, co dowodzi podobienstwa. Jako kontrprzyktad wystarczy wziaé macierze A
zerowa poza jedynka w prawym goérnym rogu, a jako B macierz zerowa poza jedynka w prawym dolnym
rogu. Wtedy AB = A, za§ BA = 0 jest macierza przeksztalcenia zerowego, podczas gdy A taka macierza
nie jest.

5. (-) Wykazad, ze tr: My xn(K) — K jest przeksztalceniem linjowym.
Rzeczywiscie

n

tr(aA + bB) = Z(aaii +bby) =a Z ai; + bz bi; = atr(A) + btr(B).

i=1 i=1 i=1

6. (--) Dla ponizszych endomorfizméw znalezé wartosci wlasne i bazy odpowiadajacych im przestrzeni wla-
snych:
a) ¢: R? > R?, o((2,9)) = (22 — y, —z + 2y),
b) ¢: R* = R o((z,y, 2,t)) = (—6x — y + 22,3z + 2y + t, —14x — 2y + 5z, —t).

a)
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wiec A =16 — 12 = 4, czyli wartosci wlasne to 1, 3.

z—y=20

Przestrzen wlasna dla wartosci wlasnej 1 jest opisana ukladem réwnan { i 0 czyli jej baza
—r4y=

jest jednowektorowa i jest to wektor (1,1).
—p—y =

Przestrzen wlasna dla wartosci wlasnej 3 jest opisana ukladem réwnan { Y , czyli jej baza
—r—y=

jest jednowektorowa i jest to wektor (1,—1).
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Czyli wartosci wlasne to 11 —1.
Przestrzen wlasna dla wartoéci 1:
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czyli baza jest jednowektorowa, np: (1, —3,2,0).
Przestrzen wlasna dla wartosci —1:
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czyli znéw baza jest jednoelementowa, np: (1,—1,2,0).

7. Dla ponizszych endomorfizméw ¢: V' — V zbadaé, czy istnieje baza A przestrzeni V zlozona z wektordw
wlasnych endomorfizmu . Jesli tak, to podaé przyktad takiej bazy i wyliczy¢ M(go)j.
8) V =R%,p((a,b)) = (a — b,a+3b),
b) V =R* ¢((a,b,c,d)) = (2a + 4b,5a + 3b,c + d, 3c — d).
a)
wA) =(1—=A)B =N +1=2—4)\+4,

czyli jest jedna warto$ci wlasna: 2. Przestrzen wlasna dla wartosci 2 rozpieta jest przez wektor (1, —1),
czyli przestrzen rozpieta przez wektory wtasne jest tylko jednowymiarowa.
b)
wA) = (2=N)B =) —20)((1 = A)(=1=X) = 3) = (\> =5\ — 14)(\* — 4)



A wigc sg trzy wartoéci wlasne: —2,21 7.
Dla wartosci —2:

4 4 0 0 4 4 0 0 1 100
55 0 0 00 0 0 1 00 3 1
00 3 1 |W27 WUl g g g 1 |27 g 0 0 0
00 3 1 00 0 0 00 0 0
czyli przyktadowa baza to (1,—1,0,0),(0,0,1, —3).
Dla wartosci 2:
0 4 0 01 0 0 01 0 0
5 1 0 3w5100w_w5000w.1
0 0 1 300—112—%00—1125
0 0 00 0 0 00 0 0
01 0 0 100 0
10 0 0 010 0
00 —1 1 |wowews (DG g
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czyli baze przestrzeni wlasnej stanowi wektor (0,0,1,1).
Dla wartosci 7:

-5 4 0 0
5 —4 0 0
0 0 -6 1

I widaé od razu, ze przestrzen wlasna rozpina (4,5,0,0).
Razem wektory stanowia baze przestrzeni V: A = {(1,-1,0,0),(0,0,1,-3),(0,0,1,1), (4,5,0,0)} oraz

-2 0 0 O
0 -2 0 0
M(‘P)ﬁ = 0 0 2 0
0 0 0 7

5 -3
3 -1
znalez¢ macierze Cj, ze C;lAiCl- jest diagonalna, ¢ = 1, 2.

8. Dla macierzy: Ay = [ _11 :1,) } , Ay = { ] zbadaé czy jest ona diagonalizowalna. Jedli tak, to

Rozwiazanie wi(A) = (1 — A)(3 = A\) + 1 = A\? — 4\ + 4. Jest jedna warto$¢ wlasna réwna 2, a przestrzen
wlasna dla niej jest rozpieta przez wektor (1, 1), wiec nie ma bazy zlozonej z wektoréw wlasnych, czyli
macierz A; nie jest diagonalizowalna.

wa(A) = (5= A) (=1 = A) +9 = A2 — 4\ + 4. Podobnie mamy tylko jedna warto$¢ wlasna réwna 2, a
przestrzen wlasna, podobnie, rozpieta jest przez wektor (1,1), czyli zndéw nie ma bazy wlasnej i macierz
nie jest diagonalizowalna.

. (x) Niech macierz A bedzie macierza diagonalna n x n o wielomianie charakterystycznym (c; — A% - ... -
(e — N)%, gdzie ¢; # ¢; dla i # j. Niech V bedzie podprzestrzenia wszystkich macierzy n x n takich, ze
AB = BA. Udowodnij, ze dimV = d3 + ...+ d3.

Zadanie z IMC 1994. Zatem A jest macierza, ktéra ma dokladnie k réznych wyrazéow na przekatnej i
kazdy z nich wystepuje w krotnoéci d;, i < k. Niech kolejne wyrazy na przekatnej to a;;, ¢ < n. Niech
B = [bij]i,jén- Niech AB = [,Iq;j]i7j<n7 BA = [yij]i,jén- Zatem Tij = aiibij, Yij = Aj5Yi5- W takim razie
AB = BA wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i,j < n b;j(ai; — a;j;) = 0. Zatem b;; = 0, gdy a;; # aj; 1
moze by¢ dowolna liczba w przeciwnym przypadku. Czyli dim V' to liczba par 4, j, Zze a; = a;j. Ta liczba
par dla a;; = a;j = ¢, wynosi df, wiec dimV =d? + ... + d}.



