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Zadania

1. Dla t ∈ R, przekształcenie ϕt : R5 → R3 zadane
jest wzorem

ϕt((x1, x2, x3, x4, x5)) =

(x1+x2+x3+x4+x5, x1+ 2x2+x3+ 2x4+x5,

3x1 + 5x2 + 3x3 + tx4 + 3x5).

a) Znajdź bazę przestrzeni kerϕ5 oraz wymiar
przestrzeni imϕ5.

b) Dla jakich t ∈ R przekształcenie ϕt jest epi-
morfizmem?

2. Dane są macierze

A =


0 1 2 3
0 0 1 0
0 t 4 5
1 0 0 0

 ,

B =


1 2 0 0
2 5 0 0
1 2 3 4
5 6 7 8

 .
a) Obliczyć detB. Obliczyć wyznacznik macie-

rzy (BT )4(At)3B−4 w zależności od t ∈ R.

b) Obliczyć wyznacznik macierzy

n n n . . . n n n
n− 1 n n . . . n n n
n− 2 n− 1 n . . . n n n

. . . . . . . . .
3 4 5 . . . n n n
2 3 4 . . . n− 1 n n
1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n


.

3. Niech V i W będą przestrzeniami liniowymi skoń-
czonego wymiaru oraz niech ϕ : V → W bę-
dzie przekształceniem liniowym. Wykazać, że
dim kerϕ+ dim imϕ = dimV .

4. Dana jest baza α1 = (1, 0, 1), α2 =
(1,−1, 0), α3 = (1, 0,−1) przestrzeni R3 oraz
funkcjonał f ∈ (R3)∗, f(x, y, z) = x+ 2y + z.

a) Znaleźć współrzędne f w bazie sprzężonej
α∗1, α

∗
2, α
∗
3.

b) Niech ϕ : R3 → R4 będzie przekształceniem
zadanym wzorem ϕ(x, y, z) = (x− y, 2x− y−
z, y − z, 2x− 2z). Znaleźć bazę obrazu ϕ∗.

5. Zadanie składa się z następujących krótkich pro-
blemów.

a) Czy istnieje przekształcenie liniowe
ϕ : (Z11)10 → (Z11)11 takie, że dim kerϕ = 2
oraz dim imϕ = 9?

b) Czy istnieje przekształcenie liniowe ϕ : V →
W , takie, że ϕ jest epimorfizmem, a
ϕ∗ : W ∗ → V ∗ nie jest epimorfizmem?

c) Niech A będzie macierzą rozmiaru 3 × 3 nad
ciałem K. Wiadomo, że detA = −1. Oblicz
det(2A).

d) Czy formuła det(A + B) = det(A) + det(B)
jest prawdziwa dla wszystkich kwadratowych
macierzy A i B równego rozmiaru?

e) Niech (2, 0), (0, 1) będzie bazą R2. Czy baza
sprzężona składa się z funkcjonałów f(x, y) =
2x, g(x, y) = y?

f) Niech ϕ : R3 → R2 i ψ : R2 → R4 będą prze-
kształceniami liniowymi. Czy przekształcenie
liniowe ψϕ : R3 → R4 może być monomorfi-
zmem?

6. Niech V będzie przestrzenią liniową.

(a) Załóżmy, że V jest sumą prostą pod-
przestrzeni liniowych W1 i W2. Wykazać,
że dla dowolnych przekształceń liniowych
ϕ1 : W1 → Z, ϕ2 : W2 → Z istnieje dokład-
nie jedno przekształcenie liniowe ϕ : V → Z
takie, że ϕ(α) = ϕ1(α) dla α ∈ W1 oraz
ϕ(β) = ϕ2(β) dla β ∈W2.

(b) Dane są dwie podprzestrzenie liniowe W1
i W2 przestrzeni V mające tę własność, że
dla dowolnej przestrzeni liniowej Z oraz do-
wolnych przekształceń liniowych ϕ1 : W1 →
Z, ϕ2 : W2 → Z istnieje dokładnie jed-
no przekształcenie liniowe ϕ : V → Z ta-
kie, że ϕ(α) = ϕ1(α) dla α ∈ W1 oraz
ϕ(β) = ϕ2(β) dla β ∈ W2. Udowodnić, że
V = W1 ⊕W2.
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