Geometria z algebrg liniowg I, 2019/2020
¢wiczenia 26. — rozwiazania

16 lub 17 stycznia 2020

1. Dla t € R, przeksztalcenie ¢;: R> — R3 zadane jest wzorem
ot((z1, 22, 3, 4, 25)) = (X1 + T2 + T3 + T4 + x5, 1 + 202 + 23 + 224 + 25,321 + Dxo + 323 + tag + 325).

a) ZnajdZ baze przestrzeni ker 5 oraz wymiar przestrzeni imes.
Rozwiazujemy w takim razie uklad réwnan na ker ¢s:
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Zatem rozwiazanie ogdlne w postaci parametrycznej to (—x3 — x5, —Z4, T3, T4, T5), zatem baza ker @
to (-1,0,1,0,0),(0,—1,0,1,0),(—1,0,0,0,1). W takim razie imps = 5 — dimker p5 =5 — 3 = 2.

b) Dla jakich ¢ € R przeksztalcenie ¢; jest epimorfizmem?
Sprawdzamy dla jakich ¢ € R wektory sa liniowo niezalezne.
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Zatem dla t # 5, imp =5 — dimker p = 5 — 2 = 3 i wtedy i tylko wtedy ¢; jest epi.

2. Dane sa macierze:
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a) Obliczy¢ det B. Obliczy¢ wyznacznik macierzy (BT)*(A;)3B~* w zaleznoéci od t € R.

Mamy tutaj posta¢ blokowa po transpozycji, wiec det B = (5 — 4)(24 — 28) = —4. Tymczasem det A =
(—1)%(5 — 3t) = 3t — 5. Zatem det(BT)*(A;)3B~* = (3t — 5)3.



b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy

n—1 n n ... n n n

n—2 n—1 n ... n n n
3 4 5 n n n
2 3 4 n—1 n n

i 1 2 3 n—2 n—1 n |

Odejmujemy od wiersza w; wiersz w;y1, ¢ < n i mamy

1 0 0 ... 0 0 0
1 1 0 ... 0 0 0
1 1 1 ... 0 0 0
1 1 1 ... 1 0 0
1 1 1 ... 1 1 0
|1 2 3 ... n—=2 n—-1 n |

Mamy transponowana macierz tréjkatna, wiec jej wyznacznik to iloczyn wyrazéw na przekatnej, czyli
n.

3. Niech Vi W beda przestrzeniami liniowymi skoficzonego wymiaru oraz niech ¢: V. — W bedzie prze-
ksztalceniem liniowym. Wykazaé, ze dim ker ¢ + dimimy = dim V.
Niech vi,...,v, bedzie baza kery oraz v,41,...,0, jej uzupelnieniem do bazy calej przestrzeni V.
Oczywiscie lin(¢o(vp11), ..., ©(vm)) = im[V], co wiecej jest to uklad liniowo niezalezny, poniewaz jesli
nt19(Vnt1)+. o A amem) =0, 10 (an41Vnt1+. . . FamUm) = 0, azatem ayp11Vp41+. . . +amom € ker p
jest kombinacja liniowa v1,...,v, , a zatem jest réwne 0 oraz an41 = ... = a,, = 0.

4. Dana jest baza a3 = (1,0,1),az = (1,—1,0),a3 = (1,0,—1) przestrzeni R?® oraz funkcjonat f € (R3)*,
f(x,y,2) =2 +2y+ 2

a) Znalez¢ wspdlrzedne f w bazie sprzezonej af, o, af.
Mamy f(a1) =2, f(az) = —11 f(as) = 0, zatem wspélrzedne f w bazie sprzezonej to 2, —1, 0.

b) Niech ¢: R?* — R* bedzie przeksztalceniem zadanym wzorem ¢(z, vy, 2) = (z—y, 20—y—z,y—2, 20—22).
Zmalezé baze obrazu p*.
Baza (R*)* to x,v,2,t. Zatem imp* = lin((z — y,20 —y — 2,y — 2,27 — 22) = lin((x — y,y — 2)) i to
jest baza tej przestrzeni.

5. Zadanie sklada sie z nastepujacych krétkich probleméw.

a) Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢: (Z11)'0 — (Z11)!! takie, ze dimker ¢ = 2 oraz dimimy = 97
Nie, skoro 11 = dim ker ¢ + dim im¢ # dim(Z1)*° = 10.

b) Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢: V — W, takie, ze ¢ jest epimorfizmem, a ¢*: W* — V* nie
jest epimorfizmem?
Tak, niech p: R? — R, p(x,y) = x jest epimorfizmem. Tymczasem nie istnieje f € R* takie, ze
©*(f) = f(e) =y, wiec ©* nie jest ,na”.

¢) Niech A bedzie macierza rozmiaru 3 x 3 nad cialem K. Wiadomo, ze det A = —1. Oblicz det(24).
Mamy zatem det A = 23 - (—1) = —8.

d) Czy formula det(A + B) = det(A) + det(B) jest prawdziwa dla wszystkich kwadratowych macierzy A
i B rownego rozmiaru?
Nie, np. w przypadku parzystego rozmiaru I + (—I) = 0, ale det I = det(—1I) = 1.

e) Niech (2,0), (0,1) bedzie baza R?. Czy baza sprzezona sklada si¢ z funkcjonaléw f(x,y) = 2z, g(z,y) =
y?
Nie, f((2,0)) =4 # 1.



f) Niech p: R® — R? i ¢: R? — R* beda przeksztalceniami liniowymi. Czy przeksztalcenie liniowe
P R? — R* moze byé¢ monomorfizmem?

Nie moze. Mamy niezerowy v € ker ¢, zatem 1 (p(v)) = ¥(0) = 0, zatem v € ker 1), nie jest wiec to
monomorfizm.

6. Niech V bedzie przestrzenia liniowa.

(a)

Zalézmy, ze V jest sumg prosta podprzestrzeni liniowych W; i Ws. Wykazaé, ze dla dowolnych
przeksztalcen liniowych pq: Wy — Z, po: Wy — Z istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe
p: V — Z takie, ze p(a) = p1(a) dla o € Wy oraz ¢(8) = ¢2(0) dla g € Wa.

Rzeczywiscie niech vy, ..., v, bedzie baza W; oraz vy1, ..., v, baza Wy. Zatem vy, ..., v, jest baza
V i wystarczy zadaé o(v;) = ¢1(v;) dla i < nip(v;) = p2(v;) dla i > n. Tak zadane przeksztalcenie
liniowe spelnia warunki zadania.

Dane sa dwie podprzestrzenie liniowe W7 i Wy przestrzeni V majace te wlasnoéé, ze dla dowolnej
przestrzeni liniowej Z oraz dowolnych przeksztatcen liniowych ¢1: Wy — Z, po: Wy — Z istnieje
dokladnie jedno przeksztalcenie liniowe ¢: V' — Z takie, ze p(a) = ¢1(«) dla o € Wy oraz ¢(8) =
p2(B) dla 8 € Ws. Udowodnié, ze V = Wy & Wh.

Dowodzimy, ze W1 NW, = {0}. Rzeczywiscie w przeciwnym przypadku, niech niezerowy v € Wy NWa.
Wtedy niech @1 € Wi, 02 € W3 beda takie, ze f(v) = 0, g(v) = 1. Nie istnieje jednak ¢ opisane w
zadaniu.

Co wiecej W1 +Ws = V. Zalézmy wiec przeciwnie. Rzeczywiscie, skoro Wi NWs = {0}, to W1 + Wy =
W1 & Ws, zatem dla dowolnych przeksztalcen ¢ € Wi, oo € Wi istnieje ¢’ : Wi + Wy — K opisane
w pierwszym podpunkcie. Niech jednak vq,...v, bedzie baza Wi + W5, za$ niech vy, ..., v,, bedzie
jej niepustym uzupelnieniem do bazy V. Zadajemy 1y,11 € V* zadane na bazie vq,...v; jako
wartosci ¢’, za$ na wektorach vy, ..., v, dajace wartosci 0 w przypadku g oraz 1 w przypadku ;.
Te przeksztalcenia to dwa rézne przeksztalcenia spelniajace cechy z zadania, wiec istnieje takiego
przeksztalcenia nie jest wtedy jednoznaczne.



