Geometria z algebrg liniowg I, 2019/2020
¢wiczenia 24. — rozwiazania

9 lub 10 stycznia 2020

1. Oblicz wyznaczniki macierzy:

o Ot s W
N Wk O
= =W o o
NN WO
NN N W

Sprowadzamy do postaci schodkowej:
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Zatem wyznacznik koficowej macierzy to 6, czyli wyznacznik poczatkowej macierzy to 6 - (—=3) - (—=1/3) -
(—1)% = —6.
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Nastepnie wykonujemy juz tylko operacje na ostatnim wierszu -3 daje 6,9,0,0,0,0, —2w; i mamy
0,5,—6,0,0,0, -3 daje 0,15,—18,0,0,0, —bwy daje 0,0,—28,—15,0,0, -3 daje 0,0,—84,—45,0,0,
+28ws 1 mamy 0,0,0,11,84,0, -3 i mamy 0,0,0,33,252,0, —11w, i dostajemy 0,0,0, 0,230, —33, -3 daje
0,0,0,0,690, —99 i w koncu —230ws daje 0,0,0,0,0, —559. Zatem koncowy wyznacznik to —559 - 3%, czyli

poczatkowy to 559.

2. (-) Oblicz wyznacznik macierzy:
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Zamieniajac pierwsza kolumne z trzecia i druga z czwarta mamy postaé blokowa. Wyznacznik wtedy
wynosi (48 — 14)(3 — 5) = —68 i jest taki sam jak w poczatkowej macierzy.

3. (--) Niech
[6 1 0 4]
2 0 0 0
A= 7 0 0 1
16 0 1 0
[0 0 0 2]
0 0 1 2
B = 0 5 6 6
15 5 7
Oblicz det(A - B), det(A + B), det(AT), det(A~3 - BY).
1 0 4
det A=2-(=1)>"1 0 0 1 |=(=2)(~1)=2,
0 10
0 01
detB=2-(-1)'*"*1 0 5 6 |=(-2)(-5)=10
1 5 5
Wobec tego: det(A-B) = det A-det B = 20, det(A”) = (det A)" = 128 det(A=3-BY) = m -(det B)® =
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det A4 B =

poniewaz dwa ostatnie wiersze sa rowne.
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= 12500000. Natomiast det A + B nie da sie tak prosto policzyé, trzeba recznie:



4. Niech A € My, xn(K), B € My wm(K). Wykazaé, ze jeSli m > n, to det A- B = 0.

Wiersze macierzy wynikowej to kombinacje wierszy macierzy B. Ale macierz B ma n wierszy, a mamy m
ich kombinacji, stad te kombinacje nie moga by¢ ukladem liniowo niezaleznym, wiec wyznacznik macierzy
AB musi wynosi¢ 0.

5. Obliczy¢ wyznaczniki nastepujacych macierzy n x n w zaleznosci od parametrow s,t € R.
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Jasne jest, ze dla s = 0, wyznacznik jest réwny zero. Zalézmy zatem, ze s # 0. Przeksztalcamy wy — swy,
.., Wy — SwWp 1 mamy:
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Teraz w; <> wy, nastepnie w, - s i dostajemy
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W konicu aplikujemy wg — wq, wg — wy, ... Wp_1 — W1, 1 Mamy
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I ostatecznie w,, + ws, w, + w3, ..., Wy + Wp_1:
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A zatem wyznacznik konicowej macierzy to (n—1)s"~!(—1)""2, a zatem wyznacznik poczatkowej macierzy
to (n —1)s"2(—1)""1.

2 ¢t 0 0 0
0 2 ¢ O 0
0 0 2 ¢ 0
0 0 0 O t
t 0 0 O 2



Rozwiniecie Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny daje
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6. Permutacja zbioru X to bijekcja X — X. S, to zbidr wszystkich permutacji zbioru {1,...,n}. Transpo-
zycja to permutacja 7 € S, taka, ze dla pewnych 0 < i < j < n, 7(i) = j, 7(j) = @ oraz 7(k) = k dla
k # 1,5, 0 < k < n. Udowodnij, ze kazda permutacja jest zlozeniem pewnej liczby transpozycji.
Dowdd przez indukcje. Dla dwoch oczywiste. Dla n + 1 przesuwamy transpozycjami wlasciwy element na
ostatnie miejsce i o nim zapominamy aplikujac zalozenie indukcyjne.

7. Permutacja jest parzysta jesli jest zlozeniem parzystej liczby transpozycji, za$ nieparzysta, jesli jest zto-

zeniem nieparzystej liczby transpozycji. Wykaz, ze kazda permutacja jest parzysta albo nieparzysta.
Dla dowolnej permutacji o mozemy rozwazy¢ jej macierz M (o) = [a; j]i.j € Mpxn(R) zdefiniowana jako
a;; = 1, gdy o(j) = i oraz a;; = 0 w przeciwnym przypadku. Zauwazmy, ze skladanie permutacji
odpowiada mnozeniu ich macierzy, oraz, ze jesli T jest transpozycja, to det M(7) = —1. Zatem, jesli
permutacja jest ztozeniem nieparzystej liczby transpozycji, wyznacznik jej macierzy wynosi —1, zas jesli
jest zlozeniem parzystej liczby transpozycji, jej wyznacznik to 1. Nie moze wiec by¢ jednocze$nie zlozeniem
pewnej parzystej liczby transpozycji oraz jednoczesnie pewnej nieparzystej liczby transpozycji.
Inny pomyst jest nastepujacy: rozpatrzmy permutacj¢ o € Sy, oraz niech w(o) = [[; ¢, ;<,(0(j) — o (3)).
Zauwazamy z latwoscia, ze jesli T jest transpozycja, to w(7) < 0, a ponadto znak w(c o ) jest przeciwny
do znaku w(o). To oznacza (prosty argument indukcyjny), ze znak w(o) jest dodatni wtedy i tylko wtedy
gdy o jest permutacja parzysta, za$ ujemny w przeciwnym przypadku. Wobec tego, ze nie moze by¢
jednoczesnie ujemny i dodatni permutacja jest parzysta albo nieparzysta.

8. Niech A = [a;j] € My xn(K). Wykaz, ze

det A=) sgn(o)- ]ﬁ[aw(iw
i=1

gESy

gdzie sgn(o) = 1 lub —1 gdy o jest odpowiednio parzysta i nieparzysta.

Prosty dowdd przez indukcje z definicji wyznacznika macierzy.

9. (x) Niech A = [a;j] € Mpxn(K) bedzie taka, ze dla kazdego m = 1,...,noraz 1 < j; < ... < jiu < N,
wyznacznik macierzy [a;, j|k,1=1,....m Wynosi zero. Udowodnij, ze A™ = 0.
Wskazéwka: udowodnij, ze istnieje permutacja o € S, taka, ze macierz [ag(i)vg(j)]i’jzlw,n ma wszystkie
swoje niezerowe wyrazy powyzej przekatne;j.
Zadanie pochodzi IMC 2001. Zauwaz, ze w jasny sposéb teza ze wskazdéwki implikuje teze z zadania.
Udowodnijmy wigc wskazowke.

Rozwazmy graf G o wierzchotkach ponumerowanych 1,...,n oraz krawedziag z ¢ do j o ile a;; # 0.
Dowiedziemy, ze w grafie tym nie ma cyklow.

Zalézmy przeciwnie, ze jaki$ cykl istnieje oraz, ze minimalna dlugo$¢ cyklu wynosi m. Niech j; < ... < jp,
beda wierzchotkami tego cyklu. Niech oy € S, bedzie permutacja taka, ze Qoo () # 0 dla kazdego
k=1,...,m. Zauwaz, ze istnieje tylko jedna taka permutacja (jest nia permutacja zgodna z krawedziami
badanego cyklu). Rzeczywiscie, dla kazdej innej permutacji o € S, mamy dla pewnego k, Ujrjog iy = O
bowiem w przeciwnym przypadku mamy krawedz, ktéra taczy niesasiednie wierzcholtki cyklu, a wigc mozna
znalezé cykl krétszy, wbrew zatozeniu, ze ten rozwazany jest minimalnej dtugosci.

Ale mamy

n m m
0= det[ajk7jz]k7l:1,~~7m = Z sgn(o) H Ajijoy = sgn(oo) H iy (i) + Z Sgn(O’)-H Ajijoy = +140,
oceS, i=1 i=1 o#ogo i=1

co stanowi sprzecznosc.



