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¢wiczenia 22. — rozwiazania

19 lub 20 grudnia 2019

Zadania

1. Niech dim V' = n oraz niech fi,..., f, € V*. Wykazaé, ze f1,..., f, sa liniowo niezalezne wtedy i tylko
wtedy, gdy (i, ker f; = {0}.
Ni_, ker f; jest opisane przez uklad réwnan, ktérego i-ty wiersz to fi(x1,...,2,) = 0. Uklad ten ma
dokladnie jedno rozwigzanie (0) wtedy i tylko wtedy, gdy poszczegdlne réwnania, a wigc funkcjonaly, sa
liniowo niezalezne.

2. Wykazaé, ze dwa funkcjonaly maja takie same jadra wtedy i tylko wtedy, gdy sa proporcjonalne.

To oznacza, ze zbiér rozwiazan ukladu rownan zlozonego z dwoch réwnan odpowiadajacym tym funkcjo-
natom jest taki sam, jak zbiér rozwiazan jednego z tych réwnan. Czyli dwa réwnania sa liniowo zalezne,
a zatem jedno jest proporcjonalne do drugiego.

3. (--) ZnaleZ¢é jadro i obraz przeksztalcenia sprzezonego ®*, jesli

a)

®: C3 — C* jest dane wzorem ®(x,y,2) = (x + 2y, + 3y + 22,y + 22,2 + 2y — 2),
Pytamy wiec jakie przeksztalcenia f: C* — C maja te wlasnoéé, ze f(x + 2y, + 3y + 22,y + 22,2 +
2y — 2z) = (0,0,0) dla kazdych z,y, z. Jedli f(x1,xe,x3,24) = axy + bxs + cx3 + day, to

a+b+d=02a+3b+c+2d=020+2c—d=0
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A zatem ker ®* = lin(x; — x2 + 3). Tymczasem im®* = lin(z + 2y, z + 3y + 22,y + 22,2+ 2y — 2) =
lin(z + 2y, y + 2z, —z). Te dwa ostatnie wektory to baza im®*.

®: R? — R3 jest dane wzorem ®(x,y) = (z + 2y, 3z + 6y, 2x + 4y).
Aby znalezé¢ jadro ®* rozwiazujemy uklad réwnan:
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co daje rozwiazanie ker ®* = lin(—3z1 + x2, —2z1 + x3). Te wektory stanowia baze jadra. Natomiast
im®* = lin((x + 2y, 3z + 6y, 2o + 4y) = lin(x + 2y), czyli baza to {z + 2y}.

4. Podaé taki przyklad bazy R®: v1,v2,v3, ze €] = 20} + v, €5 = vF + v},

Niech zatem vy = —z, v5 =y + z oraz v = x + 2z. Zatem v; = (2,1, —1),v2 = (0,1,0),v3 = (1,0,0).



5. Opisa¢ wszystkie funkcjonaly ® € (M, «,(R))* takie, ze dla dowolnych A, B € M, x,(R), ®(AB) =
®(BA).

Niech ®([zi;]) = >y Z?Zl a;;x;j. Zauwazmy, ze jedli ¢ # j oraz A jest macierza samych zer poza 1
w pierwszym wyrazie ¢ tego wiersza, zas B jest macierza samych zer poza 1 w pierwszym wyrazie j-tej
kolumny, to AB da macierz samych zer poza 1 w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, zas B A to macierz zerowa.
Zatem a;; = 0, dla i # j. Te same macierze dla ¢ = j daja macierz BA z jedynka w lewym gérnym rogu,
a wiec a11 = a2 = ... = Qpy. Zatem ®([x;;]) = a Y i, x4 Zauwazmy, ze kazdy taki funkcjonal spelnia
warunki zadania, bowiem suma wyrazéw na przekatnej AB i BA jest taka sama dla dowolnych macierzy
AiB.

6. (-) Niech f € (R3®)* bedzie taki, ze f = 5e} — 2e5 + 3e3.

a) Znalez¢é wzor na f,
b) Znalezé wspélrzedne f w bazie sprzezonej do bazy ((2,1,1), (1,2,3),(0,1,1).

Zatem f(z,y,z) = bz — 2y + 3z.
Mamy f((2,1,1)) =11, f((1,2,3) = 10 oraz f((0,1,1)) = 1, a zatem wspélrzedne te to 11,10, 1.

7. Niech

a) V= hn((l’ 2’ 0’ _3)’ (_2737 2a _3)7 (_3, 17 270)) - R4a
b) V={(v,y,2,t) ER: x =y =z =t}

Opisa¢ réwnaniami anihilator V, czyli Anh(V) = {¢ € (R*)*: V C ker(p)}. Podaé jego baze.

a) A zatem ax + by + cz + dt € Anh(V) wtedy i tylko wtedy, gdy:

a+2b—3d=0
—2a+3b+2¢c—3d=0
-3a+b+2c=0

Aby znalez¢ baze, musimy rozwiazaé ten uklad réwnan.
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Zatem 2/Tx —2/Ty + 2,12/7x 4+ 9/7Ty + t jest baza Anh(V).

b) Zatem baza V to (1,1,1,1), a wiec ax+by+cz+dt € Anh(V') wtedy i tylko wtedy, gdy a+b+c+d = 0.
Czyli Anh(V) jest rozpiety przez —z + vy, —x + z, —x + t.

8. (%) Niech A, B € M,,x»(R) beda takie, ze AB + A + B = 0. Udowodnij, ze AB = BA.
Zadanie pochodzi z IMC 2003. Zauwazamy, ze (A+ I)(B+1) = AB+A+B+I1=0+1=1W
takim razie takze (B 4+ I)(A + I) = I (jesli zastanawiasz sie dlaczego, to pomysl o macierzy A + I jako

o macierzy zmiany bazy z A na B — wtedy B + I to musi by¢ macierz zmiany bazy z B na A). W takim
razie BA+ A+ B+1=AB+ A+ B+1, czyli AB = BA.



