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1. Udowodnié, ze jesi V =V; @ Vs, to V/V] ~ Va.
Rzeczywiscie, jeSli v € V| to v = vy 4 v, gdzie v1 € Vi, vy € V3 jednoznacznie. Zatem niech ¢: Vo — V/V;
zadane jako ¢(ve) = vg + V3 jest izomorfizmem, bowiem jest ,na” i jest réznowartosciowy.

RzeczywiScie jest réznowartosciowy, bowiem jesli v + Vi = o' + Vi, gdzie v,v" € Vo, to v +0 = v +w
dla w € Vi, a zatem skoro zapis jako suma z V; i V3 jest jednoznaczny, to w = 0 oraz v = v'. Jest
natomiast na, bo jesli v + V; jest dowolna warstwa (v € V), to v = vy + vy, v1 € V1,02 € Vo, a zatem
v+ Vi =vy+ vy + Vi = vy + Vi, bowiem vy + V5 = Vi, gdyz v, € V5.

2. Niech I bedzie przedziatem oraz (ay, ..., ay,) niech bedzie ciagiem réznych punktéw tego przedziatu. Niech
U bedzie podzbiorem przestrzeni C(I) zlozonym z funkcji ciaglych f, ktére sa réwne 0 we wszystkich
punktach aq, ..., a,. Udowodnié, ze U jest podprzestrzenia, oraz ze C(I)/U ~ R™.

Bez straty ogélnosci zatézmy, ze I jest otwartym przedzialem. Niech a; € (a;, aj') beda parami roztacz-
nymi przedziatami, ¢ € {1,...n} zawartymi w I. Niech

0, jesli ¢ (a; ,a;)
filx) = (x—a;)/(a; —a;), jeSliz € (a;,ai
(af —2)/(af —a;), jesli x € (a;,a])

K3

Zauwazmy tez, ze dowolna funkcje f € C'(I) mozna przedstawié¢ jako
Fa) = o(a) + 3" Fa) i),
i=1
gdzie g € U. Co wiecej wspoétezynniki by, ..., b, oraz funkcja g € U takie, ze
F) = o) + " bifila)
i=1

sa jednoznacznie wyznaczone. Wobec tego, tatwo sprawdzié, ze przeksztalcenie p: R® — C(I)/U zadane

jako
o(b,...by) = (Zbiﬁ) +U
=1

jest przeksztalceniem liniowym i bijekcja, a zatem izomorfizmem.

3. Niech V bedzie podprzestrzenia przestrzeni K[x] zlozona ze wszystkich wielomianéw podzielnych przez
x — a, gdzie a € K. Udowodnij, ze K[X]/V ~ K.

W takim razie kazdy wielomian w V ma osiaga zero w punkcie a. Zatem jesli w € Klz], to w(x) =
w(a) + v(z), gdzie v € V. Co wigcej b € K oraz wielomian v € V takie, ze w(x) = b+ v(z) sa jedno-
znacznie wyznaczone. Zatem, przeksztalcenie ¢: K[X|/V — K zadane jako ¢(w + V) = w(a) jest dobrze
zdefiniowane oraz jest izomorfizmem.

4. (-) Niech K bedzie dowolnym ciatem. ZnaleZé niezerowy funkcjonat liniowy ¢: K* — K réwny 0 na
podprzestrzeni rozpietej na wektorach (1,1,1,1),(1,0,0,0).
Niech zatem ¢(1,1,1,1) = ¢(1,0,0,0) = 0 oraz ¢(0,1,0,0) = ©(0,0,1,0) = 1. Zatem ¢(0,0,0,1) =
0—0—-1—1=-2. W takim razie ¢(x,y, z,t) =y + z — 2t.



5. () Niech K bedzie dowolnym cialem. Wskazaé bazy sprzezone z nastepujacymi bazami K™:

a)

€1+ €2,€2,...,En,

Mamy p1(e1) =1 -0 =1, ¢1(g;) = 0 dlai > 1, zatem p; = 1. Mamy tez p2(c1) =0—-1 = —1
wa(e2) =1, pa(e;) = 0dlai > 2, zatem po = x5 —x1. Dla k > 2 mamy ¢r(e1) =0—-0=0, i(g;) =0
dla i # k oraz pi(er) = 1, zatem pp = dla k > 2.

€1,€1 +€2,...,€1 + En,

Mamy p1(e1) =1, p1(g;) =0—-1=—-1dlai > 1, zatem 1 = 21 — 22 — ... — Z,. Dla k > 1 mamy
vr(e1) =0, pr(e;) =0—0=0dla i # k oraz ¢i(c) =1 — 0 = 1, zatem mamy e = z, dla k > 1.
€1,€1 +€2,61 +E2 +€3,...,61 + ...+ Ep.

Dla k < nmamydlai > 1 pg(e;) = gr(e;i+...+&;) —pr(e1+. .. +ei—1), co jest réwne 0 dla i # k, k+1,
réwne 1 dla ¢ = k oraz réwne —1 dla i = k + 1. ¢i(e1) jest réwne 1 dla k =11 0 w w przeciwnym
przypadku. Dostajemy wigc, ze dla k < n, ¢ = 2 — x4+1. Mamy tez po prostu ¢, = x,.

6. (x) Niech A i B beda macierzami n x n takimi, ze istnieja rézne liczby rzeczywiste to, ..., t, takie, ze
macierze C; = A+t,B,i=0,...,n sa nilpotentne (t.j. CI" = 0). Udowodnij, ze A i B sa nilpotentne.
Zadanie pochodzi z IMC 1995. W takim razie (A+tB)" = A" + Pit+ Pot? +.. .+ P, _1t" "1 + B"t", gdzie
macierze P; nie zaleza od t. Zatem jesli a,p1,...,pn—1,b to ich wyrazy w i-tym wierszu i j-tej kolumnie,
to wielomian a 4+ pit +...pp—1t" "' +bt™ ma n + 1 pierwiastkéw: to, ..., t,. Zatem skoro jest < n stopnia,
jest zerowy. Czyli a = b =0, a zatem A™ = B™ = (.



