Geometria z algebrg liniowg I, 2019/2020
¢wiczenia 19. — rozwiazania

6 lub 10 grudnia 2019

1. (+) Znalez¢ macierz przeksztalcenia liniowego ¢ w bazach standardowych oraz w bazach A, B:

a) p: R — R% o((xy,19,73)) = (x1 — 22 + 4w3, —311 + 823), 4 = {(3,4,1),(2,3,1),(5,1,1)},B =

{(3,1),(2,1)},

b) ¢: R* = R o((z,y)) = 3z +y,x + 5y, —= + 4y, 2z + y), A = {(3,1), (4,2)},
B ={(1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,1,2,3),(0,0,0,1)},
c) p: R = R3 o((w,9,2)) = (4o +y + 2,32 + 2y + 2,3z + 2y + 2), A = {(3,1,1),(1,0,0), (5,1,0)}, B =
{(1,-1,1),(4,1,1),(2,0,1)}.

Rozwiazanie: To po kolei:

a) Oczywiscie w bazach standardowych:
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Obliczamy na co przechodza wektory z bazy A: ¢((3,4,1)) = (3—4+4,—-9+8) = (3,-1),¢((2,3,1)) =
(2—-3+4+4,-6+8) = (3,2) oraz ¢((5,1,1)) = (5 —1+4,—-15+ 8) = (8, —7). Znajduje wspéhrzedne

wyliczonych wektoréw w bazie B: (3,—1) = 5(3,1) — 6(2,1),(3,2) = —(3,1) + 3(2,1) oraz (8,

|

22(3,1) — 29(2,1), czyli:

b) W bazach standardowych:

Obliczamy na co przechodza wektory z bazy A: ¢((3,
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©((4,2)) = (124 2,4+ 10, —4 + 8,8 + 2) = (14,14, 4,10). Sprawdzamy wspdlrzedne tych wektoréw w

bazie B macierzowo:
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Czyli:
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¢) W bazach standardowych:
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M(p)g=1]3 2 1
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Obliczamy na co przechodza wektory z bazy A: ¢((3,1,1)) = (12+1+1,9+2+1,94+2+1) =

(
(4,3,3) oraz p((5,1,0)) = (20

(14,12,12),¢((1,0,0)) = +1,1542,15+2) = (21,17,17). Znajdujemy
wspolrzedne tych wektoréow w bazie B:
1 4 2|14 4 21 1 4 2|14 4 21
-1 1 0|12 3 17 |we4+wi,wg—w; | 0O 5 2 |26 7 38 |w3-5
1 1 112 3 17 0 -3 —-1|-2 -1 —4
1 4 2 14 4 21 1 4 2|14 4 21
0 5 2 26 7 38 |ws+3wy| 0 5 2[26 7 38 |w; — 2wz, wy — 2ws
0 —-15 —-5|-10 -5 —-20 0 0 1/68 16 94
1 4 0] —-122 -28 -167 1 1 4 0] —-122 -28 -167
0 5 0|—-110 —-25 —150 w2 g 0 1 0| —-22 -5 =30 | w —4dw,
0 0 1| 68 16 94 — | 0 0 1] 68 16 94
1 0 0]-34 -8 —47
01 0|—-22 -5 =30
0 0 1|68 16 94
Cazyli:
-34 -8 47
M5 =1 -22 -5 -30
68 16 94

2. Niech ¢: R? — R3 bedzie przeksztalceniem liniowym majacym w bazach A = {(3,1,1),(1,0,0), (5,1,0)},
B={(3,4,5),(4,1,1),(2,0,1)} macierz

Zmnalez¢é wzér na .

Rozwigzanie: Znajdzmy wspolrzedne bazy standardowej w bazie A:
(1,2,—1) 4. Cazyli:

(1,0,0) = (0,1,0) 4,(0,1,0) = (0,—5,1) 4 oraz (0,0,1) =
M(id)z =
tymczasem oczywiscie:
M (id)%
Wiec:
M ()3 = M(id)g - M(p)5 - M(id); =
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(92 — 19y + 32,52 — 6y — 3z, 7 — 11y — 3z2).



3. Niech ¢: V. — W,9: W — Z beda przeksztalceniami liniowymi i niech M(go)ﬁ = { 2 é 411 Z5), ] oraz

1
3 1
M()% = | 2 5 | wpewnych bazach A, B,C przestrzeni V, W, Z odpowiednio. Niech o € V' ma wsp6t-
0 1

rzedne w bazie A réwne 1, —1,3, —2. Znalezé wspdlrzedne wektora p(«) w bazie B, wspdlrzedne wektora
(1 o p)(a) w bazie C oraz macierz M (1) o <p)f4

Rozwiazanie:

31 7 3 13 18
M(¢O¢)3=M(w)%'M(so)ﬁ=[2 5][? é ‘11 :,5)]:[9 2 13 25].
0 1 10

1 3
1
7 3 13 18 1 7
Tymeczasem ((¢op)(a))c = M(pop)G - (a)a=| 9 2 13 25 |- 3 | = —4 | . A wiec szukane
10 1 3 -2
-2

wspoélrzedne to 7, —4, —2.

4. () Niech A = {(-2,1),(-1,1)}, B = {(3,2),(2,-2)}, ¢ = {(1,0,1,0),(0,0,—1,0),(0,2,0,1),(0,1,0,1)}
oraz niech ¢, ¢: R?2 — R? i ¢: R? — R* beda zadane tak, iz:

(1) ¥((z,9)) = (& +y, —x, =3y, —x + 2y),

(i) a3t = | ]
i) M= T, 5

Oblicz:
a) M(id),
Widaé, ze:
e (1,0,0,0) =1(1,0,1,0) + 1( ,0)+0(0,2,0,1) +0(0,1,0, 1),
e (0,1,0,0) = 0(1,0,1,0) + 0(0,0,—1,0) + 1(0,2,0,1) — 1(0, 1,0, 1),
e (0,0,1,0) = 0(1,0,1,0) — 1(0,07 ,0) +0(0,2,0,1) +0(0,1,0, 1),
e (0,0,0,1) = 0(1,0,1,0) + 0 ,0) — 1(0,2,0,1) +2(0,1,0,1).
A zatem:
1 0 0 0
.hc |1 0 -1 0
Mida=19 1 0o -1
0 -1 0 2
b) MBS, _
1 1
-1 0
Wypisujemy poshugujac si¢ wzorem: M ()3t = 0 _3
-1 2

¢) M(p)%, _
Many: 2o =m0 Mk = | 5 5 5 0 ]=] 7 5]

d) M(1ho (¢ +3¢)%,

Liczymy:
M(iho (o +39)% =MW)S, - M(p+3¢)5% = M(3d)S, - M(¥)5h - (M(p)% +3M(4)%) =
1 0 0 0 11
110 -1 0 1 0 7 6 NEEEA
“lo 1 0 -1 0 -3 2 —6 T2 2 0
0 -1 0 2 12



11 4 3
1 4 -4 9 ]_| 28 -15
0 ' [ ] | 16 12
-1 4 36 —33

e) wspolrzedne wektora ¢ (¢ (v) + 3¢(v)) w bazie C, jesli wektor v ma w bazie A wspélrzedne 1, 1.
Szukane wspélrzedne, to
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a zatem 7,13, —4, 3.

5. Niech A = {(5,7,1),(4,0,0),(6,2,5)},8 ={(1,-1,1),(0,1,6),(0,1,5)}. Znalez¢ taka macierz
C € M3x3(R), ze dla kazdego wektora a € R? zachodzi: jedli ay, as, az sa wspohrzednymi a w bazie A, zas
b1, b2, bg sa wspolrzednymi tego wektora w bazie B, to:

ay by
C- as = b2
as b3

Rozwiazanie: za C nalezy wzia¢ M (id)f\. Czyli w kolejnych kolumnach maja by¢ zapisane wspdlrzedne
kolejnych wektoréw z bazy A w bazie B. Znajdzmy je:

1 0 0 5 4 6 1 0 0 5 4 6
-1 1 1 7 0 2 | w+w,ws—w 01 1 12 4 8 w3 — 6wo
1 6 51 0 5 0 6 5 —4 —4 -1

10 0 5 4 0O 5 4 6

6 10
01 1 12 4 8 |wy+ws| 0 1 0 —64 —24 —41 |wy-(—1)
0 0 —1 —76 —28 —49 o0 -1 —-76 —28 —49 |
100 5 4 6
0 1 0 —64 —24 —41
0 0 1 76 28 49
Cazyli:
5 4 6
C=MGd)5 = | 64 —24 —41
76 28 49

6. Niech A = {(2,1),(1,1)},B = {(1,3

niem liniowym takim, ze M (p)5 =

~~—

,(0,1)},C = {(0,1),(1,4)} i niech ¢: R? — R? bedzie przeksztalce-
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Rozwiazanie: M (p)§ = M (id)§-M (¢)5
o:

, wiece trzeba wyliczyé M (id)§, czyli znalezé wspéhrzedne wektoréw
z bazy B w bazie C. Zrébmy to: (1,

)=—(0,1) + (1,4) oraz (0,1) = (0,1) + 0(1,4), czyli:

w

miag=| 7],

a wiec:
-1 1 1 2 2 2
c _ N B _ . =
M(‘P)A_M(ld)ls’ M(@)A [ 1 0:| |:3 4] {1 2:|'
7. (%) Niech k i n beda liczbami naturalnymi, k,n > 0. Ciag macierzy nxn (Ay,..., A;) nazywamy lubianym,

jesli dla kazdego 1 < i, < k A;- A; # 0 (macierz samych zer), ale dla i # j, A;- A; = 0. Udowodnij, ze jesli

(Aq,..., Ag) jest lubianym ciagiem macierzy, to k < n oraz dla kazdego n podaj przyklad takiego ciagu
dla k =n.



Zadanie pochodzi z IMC 2016. Poniewaz A; - A; # 0 istnieje kolumna macierzy A;, ktéra nazwijmy v;, taki
ze A;v; # 0. Dowiedziemy, ze vy, ..., v sa liniowo niezalezne. Zalézmy zatem, ze ajvi + ...+ agvr = 0.
Mamy jednak A;v; = 0 dla i # j. Zatem dla kazdego ¢,

0= Ai(alvl + ...+ akvk) = (IiAiUZ‘,

a zatem a; = 0, czyli te wektory sa liniowo niezalezne. Zatem takich wektoréw moze by¢ tylko < n, wiec
k< n.

Przyktad dla n = k to macierze Aq,...,A,, zawierajace same zera, za wyjatkiem 1 na i-tej pozycji na
przekatne;j.



