Geometria z algebrg liniowa I, 2019/2020
¢wiczenia 18. — rozwiazania

5 grudnia 2019

1 0 -1 0 3 -1
. 3 2 0 1 2 -1 . .y . .
1. (-) Niech A = 01 0 oraz B = 5 1 0 . Oblicz A + 2B. Znajdz taks macierz C, ze
1 -1 -2 2 3 1
A+ C=B.
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2. Oblicz A - B dla
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a) A= 1 g i}orazB: 12 0 -1
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AB =
[1040-142-0 1:3+0-242-1 1-(=1)40-0+2-0 1-(=2)+0-(-1)+2-2] _
110431410 1:3+3-241-1 1-(—1)+3-041-0 1-(=2)+3-(=1)+1-2 |
Jo 5 -1 2
13 10 -1 -3
3.444-0  3-3+4-2  3.(=1)+4-(-1) 12 17 -7
1-4+43.0  1:343-2 1-(=1)+3-(=1) 4 9 —4
b) AB=| 2-44+2-0 23422 2. (=) +2-(-1) |=| 8 10 -4
(=1)-440-0 (=1)-3+0-2 (=1)-(=1)+0-(=1) —4 -3 1
0-441-0 0-3+1-2 0-(=1)+1-(=1) 0 2 -1

3. Czy dla kazdych macierzy A, B € M,,«,»(R) zachodzi AB = BA?

Rozwiazanie: Nie. Np. {
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4. Wykazaé, ze dla kazdych macierzy A, A" € Myxn(K), B,B" € M,xx(K) i C € Mgy (K) zachodzi
(AB)C = A(BC), A(B+ B')=AB+ AB' oraz (A+ A")B=AB+ A'B.
Niech A = [a;], B = [bi;], B = [b;j}, C = [e;j]. Mamy AB = [Y.I'_ aigbajlij, czyli (AB)C =
r_ 2 @iababcyilij- Podobnie BC = [0 biacajlij, zatem A(BC) = [Sop_, 327, aiabasCosli s
czyli (AB)C = A(BC).
Mamy tez B+B' = [b;;+b;], zatem A(B+B') = [3_0_; @ia(baj+b,;)]ij, tymezasem AB = [0, aiabajli;
i AB = >0, aiabflj]i7j, czyli AB+ AB' = [3°0_ | aia(baj + b:zj)]i,j = A(B + B’). Ostatnia réwnosé
dowodzimy analogicznie.

5. Wykazaé, ze jesli macierz A € M,,«,,(K) jest taka, ze dla kazdej macierzy C' € M, «,(K), AC = CA, to
A = al, dla pewnego a € K.

Rzeczywiscie, mnozac macierz A przez macierz C zawierajacag same zera, poza elementem jeden w i-tym
wierszu j-tej kolumnie z lewej (C' A) dostane macierz samych zer za wyjatkiem i-tego wiersza, ktéry bedzie
taki sam, jak j-ty wiersz w macierzy A. Z drugiej strony, mnozac z prawej przez te macierz AC dostane
macierz samych zer, za wyjatkiem j-tej kolumny, gdzie dostang i-ta kolumne macierzy A. Co oznacza, ze
wszystkie wyrazy w j-tym wierszu macierzy A sa zerami, za wyjatkiem j-tego wyrazu, ktéry zgadza sie z
i-tym wyrazem w i-tej kolumnie. Po uwzglednieniu dowolnosci 4 oraz j, dostajemy, ze macierz A ma zera
poza przekatna, a wszystkie wyrazy na przekatnej musza by¢ rowne.

6. (--) Przedstawi¢ macierz

3 7 4 5
1 2 1 3
2 5 0 6
3 8 7 7
jako iloczyn macierzy operacji elementarnych.
3 7 4 5 1 2 1 3
1 2 1 3 - 3 7 4 5 _3 oy _3
2 5 0 6|79 5 o ¢ |L2T00WLWTAOLWT oW
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A zatem ta macierz to:

Ty B3 (3) Es) (2) Ejy (3) By (2) B (1) Eip (2)-
13(2) 54 Bis(—1) By (1) Bys (=3) 11 (13) By (14) By (—7) Ey (3).
7. Wykazaé, ze jesli A, B,C € My xm(K), gdzie A i B sa macierzami schodkowymi zredukowanymi, otrzy-
manymi z C elementarnymi operacjami na wierszach, to A = B.

Dowodzimy przez indukcje ze wzgledu na liczbe kolumn. Dla m = 1 jest jasne. Zaldézmy, ze jest prawda
dla n = k. Niech beda odpowiednie dla A, B,C € M, (+1)(K) oraz niech A’, B',C’ beda jak A,BiC z



tym, ze bez ostatniej kolumny. Wiadomo, ze uktady jednorodne: opisany macierza B i opisany macierza C'
sa réwnowazne i maja te same rozwigzania. Z drugiej strony wiemy, ze B’ i C' sa schodkowe zredukowane
i powstaja przy pomocy operacji na wierszach z macierzy A’ (wystarczy wziaé te samem operacje, co
odpowiednio tworza B i C). Z zatem z zalozenia indukcyjnego B’ = C’. Zalézmy dazac do sprzecznosci,
ze B # C. Zatem rdéznig sie one w ostatniej kolumnie. Niech réznig sie w i-tym wierszu. A zatem réznica
i-tych wierszy B i C' ma niezerowy wyraz na ostatnim miejscu i same zera wczesniej. Skoro uktady réwnan
zwigzane z B 1 C (1 A) maja ten sam zbidr rozwiazan, to kazde rozwiazanie ukladu A spelnia réwnanie
zdefiniowane przez i-ty rzad B — C, a zatem x41 = 0. A zatem w k + 1 kolumnie B oraz C musi pojawié¢
sie 1. Skoro jednak B’ i C' sg identyczne, to musi si¢ to 1 pojawi¢ w B i C jako schodek, a zatem w tym
samym wierszu — pierwszym zerowym wierszu B’ 1 C’. Ale ponizej i powyzej sg juz zera, skoro B i C sg
w postaci schodkowej zredukowanej, co daje sprzecznos¢ z zalozeniem, ze tak nie jest i konczy dowodd.

. (%) Niech A € Myx2(R) oraz B € M, 4(R) beda takie, ze

1 0 -1 0
0 1 0 -1
AB = -1 0 1 0
0 -1 0 1
Znajdz BA.
Zadanie z IMC 2004.

Zanotujmy A = )}f oraz B = [ZW], gdzie X, Y, Z,W € Msx2(R). Mamy zatem XZ =1, XW = —1I,

YZ=—-1, YW = 1. Zatem

0 2
bowiem XZX = X, czyli ZX = I i analogicznie WYW = W, czyli YW = I, bowiem zadna z tych

macierzy nie jest zerowa.
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