Geometria z algebrg liniowa I, 2019/2020
¢wiczenia 17. — rozwiazania

29 listopada lub 3 grudnia 2019

1. (-) Okredli¢ taki izomorfizm p: R3 — R3 Ze p(e1 + €2) = 1. Czy istnieje izomorfizm ¢: R? — R3 taki,
ze @(e1) = €1 + €2, p(e2) = e3 oraz p(e3) = &1 + €2 + 37 Czy przeksztalcenie n: R3 — R? okreslone
jako n((x,y,2)) = (x + y,x — y,x + z) jest izomorfizmem? A przeksztalcenie n': R® — R3 okreglone jako
U/((ﬂﬁay»z)) = ({E +ty2z+y+z,o0+ Z)

Np.: o(x,y,2) = (x + y)/2,y — x, z) przeksztalca baze (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1) na baze
((1/27 _17 0)7 (1/2a 1, 0)7 (0, 0, ]-)
oraz wektor (1,1,0) na (1,0,0) zgodnie z wymaganiami z zadania.

Nie, bowiem (1,1,0),(0,0,1) oraz (1,1, 1) nie stanowi bazy.

Tak, 7 jest izomorfizmem, bo (1,1,1),(1,-1,0), (0,0, 1) to baza

R3.

Nie, 1’ nie jest izomorfizmem, bo (1,2, 1), (1,1,0),(0,1,1) nie jest baza
R3.

2. (--) Dla jakich wartosci parametru r € R, przeksztalcenie

a) o: R® — RS o((21, 72, 73)) = (w1 +22 4273, 201 + T2 +23, 1 +3T2+ 723, 51 + 372 +473, 11 + 272 +573)
jest monomorfizmem?

Trzeba sprawdzié¢, czy jadro jest jednoelementowe, czyli kiedy uklad jest oznaczony.
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A zatem ¢ jest mono wtedy i tylko wtedy, gdy r # 8.

b) ¢: R* = R3 o((z1, 29,73, 74)) = (41 + 22 + 123 + 24, 371 + 229 + 23 + 74,271 + 322 + 373 + 14) jest
epimorfizmem?
Sprawdzamy dla jakich r uklad wektoréw rozpina cala przestrzen R3:

4 3 2 1 1 1

1 2 3 1 2 3

s 1 3 |WLow| g 3 wy — W1, W3 — TW1y, We — 4wy
1 1 1 4 3 2

1 1 1 1 1 1

0 1 2 0 1 2

0 1—p g—p |Wo(orwpwatwsl o5 41,
0 -1 -2 0 0 0



A zatem ten uklad rozpina przestrzen tréjwymiarowa, czyli cate R? wtedy i tylko wtedy, gdy r # —1
i wtedy przeksztalcenie to jest epi.

c) p: R* = R* o((x1, 72,73, 24)) = (521 — T2 + 7123+ 534, 221 — 329 — 623+ 124, 371 + 200 + 23+ 44, T1 +
Sxo + Txs + 3x4) jest izomorfizmem?
Skoro wymiary sie zgadzaja wystarczy, ze sprawdzimy, czy to przeksztalcenie jest mono.
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Co oznacza, ze jest to mono, dla r € R\ {—5,1}, i wtedy przeksztalcenie jest izomorfizmem.

3. Niech V bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniows oraz niech Vp, V5 beda jej podprzestrzeniami
oraz ¢: V4 — V5 niech bedzie izomorfizmem. Wykazad, ze:

a) istnieje izomorfizm ¢: V — V taki, ze dla kazdego v € Vi, ¥(v) = ¢(v).
Niech vy, ...v; bedzie baza Vi, oraz vy,...,vk,...,v, baza V oraz niech wy = ¢(v1),...w, = p(vg)
bedzie baza Vs, oraz wy, ..., w,...,w, baza V (dwie bazy V maja tyle samo wektoréw, za$ baza V;
przechodzi na baze V3). Niech ¢ bedzie zdefiniowane na bazie vy, ... v,, jako ¥(v;) = w; dla kazdego
1 < i < n, co spelnia warunki zadania.

b) jesli W jest podprzestrzenia w V taka, ze W N'V; = {0}, to istnieje takie przeksztalcenie liniowe
Y:V =V, ze kerip = W oraz dla kazdego v € V1, ¥ (v) = ¢(v).
Niech vy, ..., v bedzie baza V4 oraz vgy1, ..., v, baza W. Wtedy (skoro Vi+W =Vi@W), v1,...,0,
jest baza Vi + W, czyli uktadem liniowo niezaleznym. Zatem mozna go uzupelni¢ do bazy V:

Vlye ey Umy ooy Un.

Niech w; = ¢(v;) dla ¢ < k. Podobnie jak w poprzednim podpunkcie, wy, ..., wy jest baza V5. Zatem
uzupelnijmy ja do bazy V: wy, ..., wg, ..., w,. Niech ¢: V — V bedzie zdefiniowane na bazie vy, ..., v,
nastepujaco:

wi;, dlai<kVi>m
V(i) = : :
0, dlak <i<m

Jasne jest wtedy, ze ¥(v) = ¢(v) dla v € V; oraz W C ker ¢p. DowiedZmy, ze kery C W. Niech wigc
v € V oraz ¢(v) = 0. Niech ay,...,a, to wspélrzedne v w bazie vy, ..., v,. Mamy, ze

0=pW) =plaivy + ...+ ayvy) = p(arvr) + ... + p(apvy) =

=aqw+...+apwr +0+ ...+ 04+ amp1Wmt1 + - .- + apWy.

Ale w takim razie, skoro wi,...,w, to baza, to a; = ... = ax = @my1 = ... = a, = 0, zatem
V= Qg4+1V% + ... + apvy, € WL

4. Dla kazdego z ponizszych przeksztatcen liniowych ¢: V' — W zbadaé, czy istnieje przeksztalcenie 11 : W —
V', Zze 11 o ¢ = id oraz czy istnieje przeksztalcenie ¥o: W — V| Zze p o ¥y = id. Jedli istnieje, podaé jego
wzér.

a) p: R® = R?, o((z,y,2)) = (32 — y + 22, — + by + 22),
Jasne jest, ze jest to epimorfizm, ale nie monomorfizm. Zatem istnieje 19, ale nie 1. Musi byé

¥2((3,-1)) = (1,0,0), ¥2((—1,5)) = (0,1,0). Zatem t»((1,0)) = (5/14,1/14,0) oraz 12((0,1)) =
(1/14,3/14,0).



b) ¢: R? — R3, p((a,b)) = (7Ta + b,2a + 3b,a — b).
Jasne jest, ze to nie jest epimorfizm, jest natomiast mono, bo (7,2, 1), ( ,3,—1) sa liniowo niezalezne.
Zatem jest 11, ale nie ma 1. Musi byé ¥1((7,2,1)) = (1,0) ¥1((1,3,—1)) = (0,1). Moge ponadto
przyjaé, ze ¢1((0,0,1)) = (0,0). Zatem v1((1,0,0)) = (3/19, =2/19) 1/11(( 0,1,0)) = (-1/19,7/19).
. Niech V bedzie przestrzenia liniowa. Wykazac, ze jest ona nieskoniczenie wymiarowa wtedy i tylko wtedy,
gdy zawiera V zawiera wlasciwa podprzestrzen W izomorficzng z calg przestrzenia V.
Rzeczywiscie izomorfizm przestrzeni skonczenie-wymiarowych zachowuje wymiar, wiec jesli V' zawiera
wlasciwa podprzestrzen W izomorficzng z cala przestrzenia V to jest nieskonczenie wymiarowa.

Jedli V' jest nieskonczenie wymiarowa, to niech B bedzie baza, oraz niech {v;, : ¢ € N} C B bedzie ukladem
liniowo niezaleznych wektoréw. Wtedy niech W = lin(B\ {vo}) oraz niech ¢: V' — W bedzie zdefiniowane
na bazie B jako ¢(v) = v dlav € B\ {v;: i € N} oraz ¢(v;) = viy1. Przeksztalcenie to przeprowadza baze
V na baze W, wiec jest izomorfizmem.

. Dla kazdej pary liczb naturalnych dodatnich n, m obliczy¢ ile jest

a) monomorfizméw (Z,)" — (Z,)™,
Jedli m < n to zero. W przeciwnym przypadku, patrzymy na jakie wektory maja przejs¢ wektory z bazy
standardowej. Kazdy kolejny musi by¢ w innej przestrzeni niz rozpiete przez poprzednie. Wektoréow w
przestrzeni rozpietej przez k liniowo niezaleznych wektoréw jest p*. Zatem

P"=1)-@"=p) ... (" =p"")

jest wszystkich wybordw.

b) epimorfizméw (Z,)" — (Z,)™,
Jedli m > n to zero. W przeciwnym przypadku, wybieramy najpierw m — n wektoréw liniowo niezalez-
nych tworzacych jadro.

(Pt —1)-(p"—p)-...- (" —pm‘"‘l)
(m —n)!l(p —1)

gdzie mianownik wynika z tego, ze dlugosé poszczegdlnych wektoréow oraz ich kolejno$é nie czyni roz-
nicy. Potem wybieramy pozostale n wektoréow, ktorym przyporzadkowujemy kolejne wektory z bazy
standardowej (Z,)™. Czyli ostatecznie mamy

Vel

(pn _ 1) . (pn _p> R (p _pm—n—l) . <pn _pm—n) . (pn _pn—l)
(m—n)lp—1)7"

)

¢) izomorfizméw (Z,)" — (Z,)™.

Tyle, co w poprzednich punktach z tym, ze dla n = m, czyli

(" —=1)- (™ —p) ... (" —p™ ).

. (%) Rozwazmy macierz n x n do ktérej wpisano po kolei (rzedami z lewej do prawej) liczby 1,...,n>%.
Nastepnie wybrano n elementéow tej macierzy, tak ze w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduje sie

doktadnie jedna liczba z wybranych. Te wybrane liczby zsumowano. Okresl mozliwe wyniki tej sumy.

Wobec tego nasz wybér to (j,0(j)), gdzie o jest pewna permutacja 1,...,n. Wyraz mu odpowiada (j —
1)n+ o(j), wiec suma to

i i i n — n2 n{n nn2
Z(jl)nw(j)n;(jm;j( o nnt ) _ntw 1)

j=1

I to jest jedyny mozliwy wynik.



