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1. (-) Wykazaé, ze jesli 1, p2: V — W oraz ¢: W — Z sa przeksztalceniami liniowymi, to 1 o (¢1 + ¢2) =

Yo +1ops.
Rzeczywiscie, dla kazdego v € V, mamy (¢ o (o1 + ¢2))(v) = ¥((v1 + p2)(v)) = Y(p1(v) + p2(v)) =

Y(p1

(v)) + ¥ (pa(v)) = (Y 0 p1)(v) + (Y o P2)(v) = (Y 0 p1 + ¢ 0 Pa)(v).

. Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad K oraz niech W; bedzie podprzestrzenia przestrzeni W oraz
V1, V5 niech beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Wykazaé, ze nastepujace zbiory sa podprzestrzeniami
L(V,W).

2)

X ={p e L(V,W): Yypev,p(v) € W1},

Rzeczywiscie dla ¢, ¢ € X, oraz dla kazdego v € V4 mamy (¢ + ¢)(v) = ¢(v) + ¢(v) € Wi, poniewaz
W jest podprzestrzenia. Zatem ¢+ ¢ € X. Podobnie dla a € K, v € V1, (ap(v)) = ap(v) € Wi, zatem
ap € X.

Y = {90 € L(V, W) VUGVlsa(U) €W /\vaVQQD(w) - 0}7

Rzeczywiscie dla ¢, p € Y, oraz dla kazdego v € V; mamy (¢ +¢)(v) = ¢(v) +¢(v) € Wy, poniewaz W,
jest podprzestrzenig oraz dla kazdego w € Va, (¢p+¢)(w) = ¢(w)+p(w) = 0+0 = 0. Zatem ¢p+p € Y.
Podobnie dla a € K, v € Vi, (ap(v)) = ap(v) € Wy oraz dla w € Vs, (ap(v)) = ap(v) = a0 = 0,
zatem ap € Y.

Z = {(p € L(V W) VUGV@( ) e /\VweVﬁP( ) = 0}

Rzeczywiscie dla ¢, p € Z, oraz dla kazdego v € V mamy (¢+ ) (v) = ¢(v) + ¢(v) € W1, poniewaz W,
jest podprzestrzenia oraz dla kazdego w € Vi, (¢+¢)(w) = ¢(w)+p(w) = 0+0 = 0. Zatem ¢p+¢ € Z.
Podobnie dlaa € K, v € V, (ap(v)) = ap(v) € W; oraz dla w € Vi, (ap(v)) = ap(v) = a0 = 0, zatem
ap € 4.

. (+-) Dla ponizszych przeksztalcen znalezé baze i wymiar jego obrazu oraz baze i wymiar jego jadra.

2)

b)

0: R3 = R2 o((r,y,2) = 2z +y — 32,2 + 4y + 22),

Mamy: img = lin(¢((1,0,0)), ¢((0,1,0)),»((0,0,1))) = lin((2, 1), (1,4), (—=3,2)) = R?, a zatem baza to
((1,0),(0,1)), a wymiar wynosi 2.

Za to ker ¢ to zbiér rozwigzan uktadu réwnan:
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Mamy zatem
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Wiec baza jest ((2,—1,1)) za$ wymiar to 1.
0: R =R o((z,y,2)) = (4o + 3y + 52,0 + 2y + 2,22 — y + 32,62 + Ty + 72),
Jak wyzej. Trzeba znalezé najpierw baze obrazu:
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A zatem ((1,-1,3,—1),(0,1,—2,2)) jest baza imyp oraz dimimep = 2.
Aby znalezé baze i wymiar ker ¢, rozwiazujemy uktad rownan:
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Zatem ((—7,1,5)) jest baza ker ¢, a dimker p = 1.

c) p: R* = R3, o((w1, 22,23, 74)) = (51 + 622 + 423 + Ty, 11 + 322 + 223 + 424, T21 + 379 + 273 + 224).
Jak wyzej. Trzeba znalezé najpierw baze obrazu:
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Zatem baza to ((—1,—2,4), (0,1, —3)), natomiast wymiar to 2.
Rozwiazujemy uklad réwnan na jadro.
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Zatem baza to ((0,—2/3,1,0),(1/3,—-13/9,0,1)) oraz dimker ¢ = 2.

4. W ponizszych przypadkach sprawdzié, czy istnieje takie przeksztalcenie liniowe ¢: R* — R3. Jedli tak,
znalez¢ przyklad takiego przeksztalcenia podajac jego wzor.

a) kerp = {(z,y,2,t) € R*: & — y + 62 + 2t = 0}, imp = lin((2,3, 1)),
Tak, 3+1 = 4, wice si¢ da. ¢((1,1,0,0)) = (0,0,0), ¢((-6,0,1,0)) = (0,0, ) ©((=2,0,0,1)) = (0,0,0)

oraz ¢((1,0,0,0)) = (2,3,1). Wtedy ©((0,1,0,0)) = (=2,-3,-1), ©((0,0,1,0)) = (12,18,6) oraz
©((0,0,0,1)) = (4,6,2), zatem

e((z,y,2,t)) = (20 — 2y + 122 + 4¢, 3z — 3y + 182 + 6t,x — y + 62 + 2t).

b) ker p = lin((1,0,3,3)), imp = {(z,y,2) € R3: 42 + 5y — z = 0},
Nie, 1 +2 =3 #4.



¢) kerp =1lin((1,1,1,1),(1,1,1,0)), imp = lin((1,1, 1), (1, 1,0)).
Tak, 2 + 2 = 4. Mamy na przyklad ¢((1,1,1,1)) = (0,0,0), ¢((1,1,1,0)) = (0,0,0), ¢((1,0,0,0)) =
(1,1,1) oraz ¢((0,1,0,0)) = (1,1, 0). Zatem ((0,0,1,0)) = (—2,—2,—1) oraz ¢((0,0,0,1)) = (0,0,0

Zatem

o((z,y,2,t) = (x+y—2z,2+y — 2z, — 2).
. Niech ¢: V — V bedzie przeksztalceniem liniowym , ze ¢ o p = . Wykazaé, ze istniejg podprzestrzenie
Vi, Vo przestrzeni V', ze ¢ jest rzutem na V; wzdluz Vs.

Najpierw pokazemy, ze V = imy @ ker ¢. Rzeczywiscie, jesli v € imp N ker ¢, to dla pewnego w € V,
v = varphi(w) oraz ¢(v) = 0, zatem @(p(w)) = 0, wiec p(w) = 0, ale v = p(w) = 0 w takim razie.
Wobec tego ker ¢ Nimy = {0}.

Skoro jednak dim(imy+ker ¢) = dim imp+dimker ¢ —0 = dim V', to imp+ker ¢ = V', zatem rzeczywiscie
V =imyp & ker ¢.

Niech ¢ bedzie rzutem na imp wzdtuz ker ¢. Twierdze, ze ¢ = . Rzeczywiscie niech v € V. W takim
razie v = v; + vy dla pewnych v € imyp oraz vy € ker . Ale wtedy:

p(v) = p(v1 +v2) = p(v1) + 0= p(v1)

Oraz ¢(v) = vy, ale v; € imyp, wiec istnieje w € V, ze v; = p(w), w takim razie p(vi) = p(p(w)) =
o(w) = vy, czyli p(v) = ¢p(v), zatem ¢ = ¢, co chcieliSmy udowodnié.

. Niech ¢: V — V bedzie przeksztalceniem liniowym , ze ¢ o ¢ = id, gdzie V jest przestrzenia liniowg
nad cialem K, w ktérym 1 + 1 # 0. Wykazaé, ze istnieja podprzestrzenie Vi, Vo przestrzeni V', ze ¢ jest
symetria wzgledem V7 wzdtuz Va.

Skoro 1 + 1 # 0, to istnieje odwrotnosé 1 + 1, ktéra oznaczmy 1/2. Rozwazmy 1) zadane wzorem 9 (v) =
(v + ¢(v))/2. Zauwazmy, ze mamy (¢ (v)) = ¥((v + ¢(v))/2 = ¥(v)/2 + Y(p(v))/2 = (v + ©(v))/4 +
() +(p(v)))/4 = (V+¢(v))/4+ (p(v) +v)/4 = (V+¢(v)) /2 = p(v). Zatem ¢ o9 = ¢). Z poprzedniego
zadania zatem wiemy, ze 1 jest rzutem na im(v) wzdluz ker . Zatem jesli v = vy + vo dla vy € im(¢)
oraz vy € ker), mamy p(v) = 2¢(v) —v = 2v1 — (v1 + v2) = v1 — v, a zatem @ jest symetria wzgledem
im(¢) wzdluz ker 1.

. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami oraz K niech bedzie cialem. Niech f: A — B bedzie pewna funkcja
oraz ¢: F(B,K) — F(A, K) bedzie przeksztalceniem zdefiniowanym jako ¢(g) = g o f. Udowodnié, ze ¢
jest przeksztalceniem liniowym oraz znalezé jego jadro i obraz.

Niech a,b € K, g,h € F(B,K), x € A. Mamy (¢(ag + bh))(x) = ((ag + bh) o f)(x) = (ag + bh)(f(x)) =
a(g(f(z))+b(h(f(x)) = (ago f+bho f)(x) = (ap(g) +bp(h))(x), zatem ¢ jest przeksztatceniem liniowym.

g € ker ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego = € B, 0 = ¢(g)(z) = g(f(z)). To oznacza, ze
ker¢ = {g € F(B,K): Vyesa19(y) = 0}.
Tymczasem h € im¢, wtedy i tylko wtedy, gdy h jest postaci g o f dla pewnej funkcji g: B — K. Zatem
kerp ={h € F(A, K): Vg, goeaf(x1) = f(z2) — h(x1) = h(z2)}.
. (%) Niech V, W beda podprzestrzeniami przestrzeni R oraz V. C W i dimV = 3, dim W = 6. Niech
E={pe LRRY): V] CV ApW]C W}

bedzie podprzestrzenia L(R® R?). ZnajdZ wymiar E.

Zadanie pochodzi z IMC 1998. Niech {v1,va, ..., v10} bedzie baza R1? taka, ze {v1, v, v3} jest baza V, za$
{v1,...,v6} jest baza W. Zauwazmy ze dowolne przeksztalcenie z E jest kombinacja liniowa przeksztalcen

{ij: (6,7) €{1,2,3} x {1,2,3} U{4,5,6} x {1,2,3,4,5,6} U{7,8,9,10} x {1,...,10}}
gdzie ¢; ;(v;) =v; 1 ¢ j(vx) = 0 dla k # i. Co wiecej te przeksztalcenia sa liniowo niezalezne, oraz skoro:
[{1,2,3} x {1,2,3} U{4,5,6} x {1,2,3,4,5,6} U{7,8,9,10} x {1,...,10}| =9+ 18 + 40 = 67,

to dim F = 67.



