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1. (+) Ktére z ponizszych odwzorowan ¢: V' — W sa przeksztalceniami liniowymi?

a) V=R3W =R2 ¢((z,y,2)) = (x + 3y — 1,4z + 2y + 6),
b) V=R W =R ¢((z,y,2)) = (v + 3y — 2,4z + 2y + 62),
&) V =R W = B2, (2, )) = (z + 3y — 2, 4[| + 2| + 6],

Rozwiazanie:

e nie, bo ¢(2(0,0,0)) = ((0,0,0)) = (~1,6), ale 25((0,0,0)) = 2(~1,6) = (~2,12).
e tak, bo dla dowolnego g € R oraz dowolnych wektoréw (a, b, c), (d, e, f) zachodzi

o((a,b,¢c) + (d,e, f)) = p((a+d,b+e,c+ f)) =

(a+d+3b+3e—c—f,4a+4d+2b+2e+6¢+6f) = (a+3b—c,4a+2b+6¢)+ (d+3e— f,4d+2e+6f) =

¢((a,b,¢)) +¢((d, e, f))
oraz p(g(a,b,c))p((ga, gb,gc)) = (ga + 3gb — ge,4ga + 2gb + 6gc) = g(a + 3b — ¢, 4a + 2b + 6¢) =
ge((a,b,c)).
hd ni67 bo 90(_1(1’070)) = 90((_170a0)) = (_1a4)7 ale (_1)<)0((170a0)) = (_1)(1a4) = (_L _4)

2. Dla jakich wartoéci parametru ¢ € R odwzorowanie ¢: R? — R? zadane wzorem ¢((a,b)) = (a + b+ (t* —

9)ab,5a + 3(b — 1) 4+ t) jest przeksztalceniem liniowym?

Rozwiazanie: SprawdZmy warunek z mnozeniem dla 2 i wektora (1,1): ¢©(2(1,1)) = ¢((2,2)) = (-32 +
4t2 13 +1t) oraz 2p((1,1)) = (—14+2t%,10+2t). Jesli ¢ jest przeksztalceniem liniowym, to te dwa wektory
sg rowne, czyli w szczegélnosci 13 + ¢t = 10 + 2t, czyli t = 3. Latwo sprawdzié, ze jedli ¢t = 3 to to jest
rzeczywiscie przeksztalcenie liniowe.

3. Ktore z ponizszych odwzorowan ¢: V — W sa przeksztalceniami liniowymi?
a) V=F(RR), W =R,o(f) =4f(5) = 5f(4).
b) V=W =F([R,R), o(f) = |fl,
c) V jest przestrzenia wszystkich funkcji rézniczkowalnych rzeczywistych, W = F(R,R), ¢o(f) = f'.
Rozwiazanie:

e tak, bo dla dowolnych funkeji g, h: R — R oraz dowolnego a € R zachodzi p((g+h)) = 4(g+h)(5) —
5(g + h)(4) = 49(5) + 4h(5) — 59(4) — 5h(4) = ©(g) + ¢(h) oraz p(ag) = 4ag(5) — Sag(4) = ap(g).

e nie, niech f(z) =1, wtedy o(—f) = f # —f = —(f).

e Tak, (af +bg) = af’ + bg’, co wiadomo z analizy.

4. (-) Znalezé wzory na przeksztalcenia zadane podanymi warunkami.

a) p: R? — RS,(p((17O, 1)) = (57 173)790((07 1,1) = (273,4),90((1,0,0)) =(6,7,7),
b) ¢: R? — R3,¢((3,1)) = (4,5,—1),0((7,2)) = (=3,0,5).



Rozwiazanie: Zadanie polega po pierwsze na znalezieniu wspoélrzednych wektoréow z bazy standardowej w
bazie uzytej w zadaniu. W pierwszym przykladzie (oznaczmy o = (1,0,1),5 = (0,1,1),v = (1,0,0))
widaé od razu, ze (1,0,0) = ~, (0,0,1) = a — v oraz (0,1,0) = —a + 8 + ~v. Czyli ¢((1,0,0)) =
(6,7,7),0((0,1,0)) = —(5,1,3) + (2,3,4) + (6,7,7) = (3,9,8) oraz ©((0,0,1)) = (5,1,3) — (6,7,7) =
(—1,-6,—4), a wiec ostatecznie ¢((x,y,2)) = (6x + 3y — z,7x + 9y — 6z, 7Tx + 8y — 4z).

W drugim przykladzie wspélrzedne wektoréw (1,0),(0,1) w bazie o = (3,1),8 = (7,2) obliczymy stan-
dardowo sprowadzajac macierz do postaci schodkowej (technika dw6ch macierzy w jednej):

3710 ~ 120 1 a1 2001 o [1 0 27
1 2 0 1 |1 T%)l 3 79 |27y 1 1 —3 |y 1 1 _3

Czyli (1,0) = —2a+ f oraz (0,1) =
oraz SD((Oa 1)) - 7(47 57 ) ( 3; 0,
35y, Tx — 22y).

Ta — 36. A wiee ((1,0)) = —2(4,5, —1) + (=3,0,5) = (=11, -10,7)
5) = (37,35, —22), a wiec ostatecznie p((z,y)) = (—112+37y, —10x+

. Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad K. Wykresem funkcji ¢: V' — W nazywamy zbiér G, =
{(v,p(v)): v eV} CV xW. Wykazaé, ze ¢ jest przeksztalceniem liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy G,
jest podprzestrzenia przestrzeni V x W.

Rzeczywiscie G, jest podprzestrzenia liniowa, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego v, w € V,a € K mamy
(v, (V) + (W, p(w) = (v 4+ w, (V) + p(w)) € G, oraz a(v,¢(v)) = (av,ap(v)) € G,. Ale to zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(v) + ¢(w) = o(v + w) oraz ap(v) = p(av), czyli wtedy i tylko wtedy, gdy ¢
jest przeksztalceniem liniowym.

. Niech ¢,7: R® — R2, beda przeksztalceniami liniowymi zadanymi nastepujaco: o((1, =
P((1,1,0)) = (2,5), @((1,0,0)) = (1,6) oraz (2,2, 1)) = (3,3), %:((2,1,0)) = (5,0),%:((2, 1,1)) = (

Znalez¢ wzér na przeksztalcenie ¢ + i oraz na przeksztalcenie 5.

Rozwiazanie: podobnie jak poprzednio wyliczmy wzory opisujace ¢ i v, znajdujac wspdtrzedne wektoréw
z bazy standardowej. Niech o = (1,1,1), 8 = (1,1,0),7 = (1,0,0), widaé ze (1,0,0) = ~,(0,1,0) = 8 — v
oraz (0,0,1) = a = 3. A wicc ¢((1,0,0)) = (1,6),¢((0,1,0)) = (2,5) — (1,6) = (1, 1) oraz ((0,0,1)) =
(3a 7) - (2a 5) = (17 2)a Czyh cp((x,y, Z)) = (:E +y+z 6x — Y+ 22)

Szukamy wzoru na 1, czyli najpierw wspoélrzednych wektoréw (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) w bazie v =
(2,2,1),6 = (2,1,0),e = (2,1,1). Nie wida¢ od razu, wiec korzystamy z metody macierzowej:
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Czyli (1,0,0) = %—i—%—i—g (0,1,0) =v—¢1i(0,0,1) = =§ + ¢, a wiec: ¥((1,0,0)) = %(3,3 +%(5,0)+
3(4.2) = (3,—3) . ¥((0,1,0) = (3, ) ( ) = (=1,1) oraz ¢((0,0,1)) = —=(5,0) + (4,2) = (-1,2), a
wiec ostatecznie ¥ ((z,y,2)) = ( T — -5 +y+ 22)

A wiec (¢ + ) ((x,y,2)) = ($+y+z,6x—y+2z)+ (Bz—y—z,—L+y+22) = (4o, 4% + 42) oraz
50((x,y,2)) =5(x +y+ 2,60 —y + 22) = (5x + by + 52,30z — by + 10z2).

. Niech ponadto ¢: R? — R? bedzie takie, ze ¢((1,2)) = (1,1) oraz ¢((—1,—1)) = (1,0). ZnajdZ wzér na
przeksztalcenie ¢ o .

Mamy: ¢((1,0)) = ¢(—(1,2) — 2(-1,-1)) = _(171) —2(1,0) = (_37_1) oraz ¢((0,1)) = ¢((1,2) +
(-1,-1)) =(1,1) + (1,0) = (2,1). Zatem ¢((a,b)) = (—3a + 2b, —a + b). W takim razie

(pop)(z,y,2) = d(e(x,y,2) = ¢((x +y + 2,60 —y+22)) = (92 — 5y + 2,50 — 2y + z).



8. Niech V, V', W, W' beda przestrzeniami liniowymi nad K. Wykazaé, ze dla dowolnego przeksztalcenia
liniowego ¢: V! — V odwzorowanie ¢*: L(V,W) — L(V', W) zdefiniowane jako ¢*(3)) = 1 o ¢ jest
przeksztalceniem liniowym. Wykazaé¢ ponadto, ze dla dowolnego przeksztalcenia liniowego ¢: W — W/
odwzorowanie ¢, : L(V,W) — L(V,W’) zdefiniowane jako @.(1)) = @ 01} jest przeksztalceniem liniowym.

Owszem mamy: (¢*(af + bg))(v) = (af + gb) 0 p(v) = af(p(v)) + bg(p(v)) = (af o ¢ + bg o ¢)(v) =
(ap*(f) + be*(g9))(v). Analogicznie w przypadku ..

9. (x) Niech V,W beda przestrzeniami liniowymi oraz niech f, f1,... fr beda przeksztalceniami liniowymi

V — R takimi, ze dla kazdego v € V, jedli fi(v) = ... = fr(v) = 0, to f(v) = 0. Udowodnié, ze f jest
kombinacja liniowa f1, ..., fx.
Zadanie pochodzi z IMC 1998. Niech {g1,...,9.} € {f1,..., fx} bedzie liniowo niezaleznym ukladem
rozpinajacym {f1,..., fr}. Zatem dla kazdego v € V', jedli g1(v) = ... = gx(v) = 0, to f(v) = 0. Wobec
ich liniowej niezaleznodci, istnieje a; € V takie, ze g;(a;) = 1, ale g1(a;) = ... gi—1(a;) = ... = giy1(a;) =
... =gn(a;) =0 dla kazdego i = 1,...,n (dowdd indukcyjny). Ale wtedy

k
gi(w = gi(x)ar — ... = gn(@)an) = fi(x) = D g;(@)gi(a;) = gi(x) — gi(x)gi(ai) = 0,

j=1
a zatem
f(x - gl(‘r)al e T gn(x)an> =0

ale w takim razie
f(@) = fla)g (@) + ... + flan)gn(2),
zatem f jest kombinacja {g1,...,9n}, & co za tym idzie kombinacja {f1,..., fx}.



