Geometria z algebrg liniowa I, 2019/2020
¢wiczenia 14.

21 lub 22 listopada 2019

Zadania

1. Niech V bedzie podprzestrzenia R5 opisana uktadem réw-
nan
r1+2x2 —x3+x4+25 =0
2x1 + 4xo — 2x3 + 224 + ax5 =0

a) Wyznaczy¢ wymiar V' w zaleznosci od parametru a.

b) Dla a = 0 znalezé baze Vp zawierajaca wektor
(1,1,1,-2,0).

. Dane sg wektory o« = (5,5,2,3), 8 = (7,7,2,0) oraz
v=(2,2,0,8) € R%.

a) Opisaé przestrzen rozpigta przez wektory a i 3 ukla-
dem réwnan.

b) Znalezé prayklad podprzestrzeni V. C R?* takiej, ze
dimV =3 oraz a,8 € V, ale v ¢ V. Opisa¢ V réwna-
niem.

c) Traktujemy wektory o, 3, jako wektory z (Z11)*. Czy
istnieje przestrzen V C (Z11)* taka, ze dim V = 3 oraz
a,BeEV,aley ¢ V.

. Udowodnié, ze uktad wektoréw ai,...,an € V jest ba-
zg wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor 8 € V mozna
jednoznacznie zapisaé w postaci 8 = Zzl:l a;o;, gdzie
ai,...,an sy skalarami.

. Zadanie sklada sie z nastepujacych kréotkich podpunktéw.

a) Zalézmy, ze 14 2i oraz —1+ 24 sa pierwiastkami wielo-
mianu w(z) € Rlz]. Czy stopien w(x) moze by¢ réwny
37

b) Czy istnieja wektory a,B,7 € R0 takie ze uklad
{a—B,8—,7 — a} jest liniowo niezalezny?

¢) Niech a1, ..., an bedzie baza przestrzeni liniowej V' i
niech § # 0 bedzie niezerowym wektorem w V. Czy
prawda jest, ze gdy 8 nie nalezy do lin(ag, az,...,an),
to B, a2, ...,an jest bazag V7

d) Znalezé wektory «, 8,v,0 € R* spelniajace réwnanie
z1+2x2+3x3+2x4 = 0 takie, ze uklad {a, 8,7, 8} jest
baza R*. Jesli takich wektoréw nie ma, to uzasadnié
dlaczego.

e) Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru skoniczo-
nego i niech a # 0 bedzie niezerowym wektorem V.
Czy moze istnie¢ jej podprzestrzen W C V tego same-
go wymiaru, co V, ale niezawierajaca wektora a.

f) Niech Wi, Wa beda podprzestrzeniami przestrzeni li-
niowej V oraz dimV = 5, dim W; = dim Wy = 4. Czy
wymiar czesci wspélnej Wi N Wa moze by¢ réwny 27

. Niech S = {2z € C: |z2| =1} oraz D = {z € C: |z| < 1}.

Dana jest funkcja f: C\ {3} — C zadana wzorem

£2) = 332:21 .

a) Sprawdzié, ze f[S] =S oraz f[D] = D.
b) Rozlozyé wielomian x®
rozktadalne.

— z € C[z] na wielomiany nie-

¢) Rozlozyé¢ wielomian % —z € Z5[z] na wielomiany nie-
rozkladalne.

Niech K bedzie cialem oraz V. C K™ bedzie pod-
przestrzenia liniowa opisang ukladem réwnan liniowych
U = {fe(z1,...,zn) = 0:k = 1,...,m}, gdzie
fe(x1,...xn) = ag121 + ... + ap,p%n. Dana jest pod-
przestrzen W C K™ zawierajaca V.

a) Czy mozna W opisaé¢ poduktadem uktadu U?

b) Zalézmy, ze W # K". Udowodnié, ze istnieja wspol-
czynniki A1,...,Am € K, nie wszystkie rowne zero,
takie ze funkcja g = ZZ;I A fr zeruje si¢ na W.

Praca domowa 5

1.

5.

Niech w = 3 +iv/3 oraz D = {z € C: Re((1 +1)z3) < 0}.
Przedstaw w postaci a+bi, a,b € R liczbe w0, naszkicuj
zbiér D o rozstrzygnij, czy w € D.

Dla jakich s € R zbidr rozwigzan ukladu réwnan

w1+2z2—3x3+az4:32+28
221 4+ 5z2 + (4 — 522§ — 24 =0
41 + 9x2 — 623 + 224 = 25(s + 2)

jest podprzestrzenia liniows przestrzeni R*? Dla s = 2
znajdz rozwiazanie ogélne tego uktadu.

Niech 14 = lin((4,-1,-5,2),(1,1,-1,-1),
(1,0,0,-1),(2,1,3,—6)). Znajdz wymiar V oraz baz¢
tej przestrzeni zawierajaca wektor (1,—1,0,0).

Niech W C R* bedzie przestrzenia rozwigzan uktadu réw-
nan

x1 —3x2 + 23 — x4 =0,
3x1 — 9x2 + 4x3 + 224 = 0.

Znajdz jej baze i wymiar oraz rozstrzygnij dla jakich war-
tosci r € R uklad wektoréw (1,0,0,—2),(—2,0,0,r) moz-
na dopelié do bazy przestrzeni R* wektorami lezacymi
w W.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Wyka-
zaé, ze dla kazdej liczby naturalnej £ < n + 1 istnieje w
V' uklad liniowo zalezny aq,..., o taki, ze kazdy jego
poduktad witasciwy jest liniowo niezalezny.



