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1. Niech w = 34 iy/3 oraz D = {z € C: Re((1 +1)z%) < 0}. Przedstaw w postaci a + bi, a,b € R liczbe w'°?,
naszkicuj zbiér D o rozstrzygnij, czy w € D.
Mamy |w| = 2v/3 natomiast argz = /6. Zatem |w'01| = 2!013%0\/3 i argw!®! = 57/6. Zatem w'! =
72100351 +i2100350\/§.
Mamy Re((1 + i)2%) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 7/2 < arg(l +)2z® < 37/2 wtedy i tylko wtedy, gdy
/4 < arg2® < 5m/4 wtedy i tylko wtedy, gdy 7/12 < argz < 57/12 lub 37/4 < argz < 137/12 lub
177/12 < argz < 7w /4. Skoro argument w lezy w pierwszym z tych przedzialéw, to w € D. Zbiér D
wyglada nastepujaco

2. Dla jakich s € R zbiér rozwigzan uktadu rownan

1+ 229 — 3z + 14 = 52 + 2s
221 + 50+ (4 —s%)2§ — 24 =0
421 + 929 — 623 + 224 = 25(s + 2)

jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni R*? Dla s = 2 znajdZ rozwiazanie ogélne tego ukladu.
Zauwazmy, ze jesli s = —2 to mamy jednorodny uklad rownan liniowych, wiec opisuje on podprzestrzen
liniows.
Jesli natomiast s ¢ {0, —2}, to wektor zerowy nie jest rozwiazaniem tego ukladu, zatem zbidr jego roz-
wigzan nie moze by¢ podprzestrzenia.
Dla s = 0, wektor (—5,2,1,4) jest rozwiazaniem tego ukladu, ale 2(—5,2, 1,4) juz nie (nie spelnia drugiego
réwnania). Nie jest to w takim razie podprzestrzen liniowa.
Rozwiazujemy dla s = 2.
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Zatem rozwiazanie ogdlne to
x1 =40 4+ 1523
To = —16 — 6x3
Ty = 0



co w postaci parametrycznej daje (40 4+ 1523, —16 — 6x3, x3,0).
. Niech V =lin((4, -1, -5,2),(1,1,—-1,-1), (1,0,0,—1),(2,1,3,—6)). ZnajdZz wymiar V oraz baze tej prze-
strzeni zawierajaca wektor (1, —1,0,0).

Sprowadzamy do postaci schodkowej
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Zatem dim V = 3. Mamy (1,-1,0,0) = (1,0,0,—1)—(0,1,—1,0) — (0,0, 1, —1), wiec zamieniajac dowolny
z otrzymanych wektoréw na ten dany dostaniemy réwniez baze V, np.:

((1,-1,0,0),(0,1,-1,0), (0,0, 1, —1)).

. Niech W C R* bedzie przestrzenia rozwigzan ukladu réwnan

1 —3xs +x3— 24 =0,

3r1 — 920 + 4x3 + 224 = 0.
Znajdz jej baze i wymiar oraz rozstrzygnij dla jakich wartosci r € R uklad wektoréw (1,0,0,—2),
(—2,0,0,7) mozna dopetnié do bazy przestrzeni R* wektorami lezacymi w W.

Rozwiazujemy:
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A zatem baza W to ((—3,1,0,0),(6,0,—5,1)), dim W = 2. Aby byla szansa, na uzupelnienie (1,0, 0, —2),
(—2,0,0,7) do bazy przestrzeni R*, potrzeba dwéch liniowo niezaleznych wektoréw z W, a wiec po
pierwsze (—2,0,0,7) nie moze leze¢ w W, po drugie musi by¢ liniowo niezalezny od (1,0,0,—2). Z
tego drugiego warunku mamy, ze r # 4. Podstawiajac do réwnan (nie moga by¢ spelnione) dosta-
jemy —2 — 6r # 0, czyli r # —1/3 oraz 5r # 0, czyli » # 0. Uzupelnienie jest mozliwe, r # 4
oraz r # —1/3 lub r # 0, czyli po prostu dla r € R\ {4}. Latwo zweryfikowaé, ze wtedy wektory
((-3,1,0,0),(6,0,—5,1),(1,0,0,—2),(—2,0,0,r)) stanowia rzeczywiscie uktad liniowo niezalezny.

. Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n. Wykazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej k < n+1 istnieje
w V uktad liniowo zalezny ag, ..., a; taki, ze kazdy jego poduktad wlasciwy jest liniowo niezalezny.

Przypadek k = 1 jest zdegenerowany i trywialny (bierzemy dowolny wektor niezerowy). Wiadomo, ze w
przestrzeni liniowej V' wymiaru n istnieje podprzestrzen liniowa W wymiaru [ dla 0 < | < n. Zatem niech
l=k—12>1oraz niech a1, ..., q; bedzie baza W. Niech o = a1 + ...+ ;. Wtedy oczywiscie aq, ..., ay
nie jest liniowo niezalezny, ale dowolny jego wlasciwy poduklad juz jest liniowo niezalezny. Rzeczywiscie
Qq,...,qp jest liniowo niezalezny, a dla kazdego ¢ < k, macierz o wierszach ay,..., -1, Q41,..., 04
bardzo tatwo przy pomocy operacji na wierszach sprowadzi¢ do macierzy o rzedach ag, ..., a;. Wystarczy
przesunaé ostatni wiersz na i-te miejsce i odja¢ od niego wszystkie pozostale wiersze. Dowodzi to liniowej
niezaleznoéci tego podukladu. Kazdy inny poduktad jest poduktadem uktadu, ktérego liniowa niezaleznosé
juz dowiedlidémy, wiec tez jest liniowo niezalezny.



