Geometria z algebrg liniowa I, 2019/2020
¢wiczenia 13. — rozwiazania

15 lub 19 listopada 2019

1. Niech vq,...,v, bedzie ukladem wektoréw w przestrzeni V. Wykazac, ze:

a) ukltad ten jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i = 1,...,n zachodzi
lin(vi) n lin(vl, ey Ui—1, V5415 0y Un) = {0},
Rzeczywiscie, av; dla a # 0 jest kombinacja liniowa pozostalych wektoréow wtedy i tylko wtedy, gdy v;
jest kombinacja pozostalych wektordw.
b) uklad ten rozpina V wtedy i tylko wtedy, gdy V = lin(vy) + ... + lin(v,),
Dokladnie oznacza to, ze kazdy wektor v € V jest postaci ajvi + ...+ apv,.
c¢) uklad ten jest baza V wtedy i tylko wtedy, gdy V = lin(vy) @ ... ® lin(v,).
Jest baza wtedy i tylko wtedy, gdy przedstawienie aiv1 + ... + anv, jest jednoznaczne, wtedy i tylko
wtedy, gdy V = lin(vy) @ ... @ lin(vy,).

2. Dla kazdej z ponizszych podprzestrzeni W przestrzeni V = F(R,R) znalezé podprzestrzen W/ C V., ze
V=WweW.
a) W={feFRR): f(0) =0},
Niech W/ = {f € F(R,R): Vz20f(z) = 0}. Latwo sprawdzié, ze spelnia postawione warunki.
b) W={feFRR): f(1) = f(2) =0},
Niech W’ = {f € F(R,R): Vyer\{1,2}.f(z) = 0}. Latwo sprawdzi¢, ze spelnia postawione warunki.

3. Niech K bedzie ciatem oraz n € N iniech V = M,,«,(K). Rozpatrzmy nastepujace podzbiory w V. Niech

Wy = {[ai;] € Mpsn(K): Visja;; = 0},
Wo = {laij] € Mpxn(K): Visja;; = 0},
W3 = {[aij] € Myuxn(K): Vicjaij = 0},
Wy = {[ai;] € Mpxn(K): Vigjaij = 0},
Ws = {[ai;] € Muxn(K): Vigjas; = 0},
We = {laj] € Muxn(K): Vijai; = aji},

W7 = {[aij] € Mnxn(K) Vm-aij = 7aji}~
Wykazaé, ze podzbiory te sa podprzestrzeniami liniowymi V. Znalezé wszystkie takie pary ¢, 7, ze V =
W; & Wj.
Te zbiory sa podprzestrzeniami liniowymi ze wzgledu na to, ze dodawanie macierzy i mnozenie macierzy
przez liczbe odbywa sie¢ po wyrazach.

Mamy V =W & Wy = Wso & Wy = Ws & Wr.

4. () Niech V bedzie przestrzenig liniows oraz V = W @ W'. Niech A bedzie bazg przestrzeni W, a A’ baza
przestrzeni W’. Udowodnij, ze AU A’ jest bazg przestrzeni V.

Jedliv € V, tov = w+ w', ale w jest kombinacja wektoréw z A, a w’ jest kombinacja wektoréw z A’,
wiec V jest rozpinana przez AU A’. Tymczasem AU A’ jest liniowo niezalezne, bowiem gdyby dla nie
wszystkich zerowych wspélezynnikéw kombinacja liniowa takich wektoréw dawataby 0, to po przeniesieniu
czesel tej kombinacji zwiazanej z A’ na druga strone réwnania, dostajemy, ze lin(A) N lin(A") # {0}, co
nie jest prawda.



5. (~-) Niech V =1in((1,2,3,1),(2,1,2,3), (3,3,5,4), (3,0, 1,5)) oraz
W =1in((1,2,1,1), (1,0,0,0), (0,1,0,0)).

Zmalezé bazy i wymiary przestrzeni V, W, V+W iV NnW.

Sprowadzamy do postaci schodkowej:

1 2 3 1 1 2 3 1
2 1 2 3 0 -3 -4 1
3 3 5 4 w2—2w1,w3—3w1,w4—3w1 0 -3 -4 1 ’LU3—’LU2,U)4—2U)2
3 01 5 0 -6 -8 2
1 2 3 1
0 -3 -4 1
0 O 0 O
0 O 0 O

Zatem baza V to ((1,2,3,1),(0,—3,—4,1)) i jest to przestrzen wymiaru 2. Tymczasem baza W to
((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)) i jej wymiar to 3. Widaé, ze przestrzen W to przestrzen rozwigzan réw-
nania r3 = x4. Sprawdzamy, jakie kombinacje wektoréw z bazy V spelniaja to rownanie i otrzymujemy, ze
VW =1in((5,4,7,7)) jest jednowymiarowa, natomiast dim(V +W) = dimV +dim W —dim(VNW) =
243 —1=4, wiecc V+ W = R* jest czterowymiarowa, wiec baza V + W to

((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)).

6. Czy mozna znalezé baze przestrzeni K* zlozong z wektoréw spetniajacych réwnanie:

a) c+y+z+t=07
Nie, poniewaz kombinacja liniowa wektoréow spelniajacych to rownanie spelnia to réwnanie, a wektor
(1,0,0,0) € K* nie spetnia tego réwnania.

b) e +y+z+t=17
Tak, ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) jest taka baza.

7. Udowodnij, ze jesli V jest przestrzenia liniowa nad cialem K wymiaru n i W jest podprzestrzenia wymiaru
k, to W jest czeScia wspélna n — k hiperplaszczyzn (podprzestrzeni wymiaru n — 1) przestrzeni V.

Niech (v1,...,vr) bedzie baza W, za$ po uzupelnieniu, niech (vy,...,vg, w1,...wy—k) bedzie baza V.
Zatem niech dla i € {1,...,n —k}, W; =1lin(v1, ..., U, W1, ..o, Wim1, Wity .., Wn_k). Latem ﬂ?;lk W; =
lin(vy,...,v;) = W (zawieranie ﬂ?:_lk W; =lin(vy, ..., v;) wynika z tego, ze

(U1, Uy W1,y « e Wi k)

jest baza, wiec zapis wektora w postaci kombinacji tych wektoréw jest jednoznaczny, skoro jednak v € W;
to wspdlezynnik przy w; musi by¢ zerowy).

8. Niech | € N. Niech Vi,...V; beda hiperplaszczyznami w przestrzeni n-wymiarowej V. Udowodnij, ze
dim(Vin...nV) >n -1

Dowéd indukeyjny. Dla [ = 1 teza jest jasna. Niech [ = k oraz Vi,..., Vi1 beda hiperptaszczyznami w
V. Niech W = Vi N...N V. Z zalozenia indukcyjnego dim(W) > n — k. Mamy zatem dim(W NV,) >
n—k+n—1—n =n—(k+1), bowiem dim(W +V;) < dim W +dim Vi +dim(WnNVy), ale dim(W+Vy,) < n.

9. (x) Niech n € N. Wyznacz najmniejszy mozliwy rzad macierzy n x n, ktéra ma zera na przekatnej oraz
Scisle dodatnie wyrazy poza nia.

Zadanie pochodzi z IMC 2012. Mozna latwo zobaczy¢, ze dla n = 1 jedyna taka macierz ma rzad 0.
Dla n = 2, zawsze oba wiersze beda liniowo niezalezne, wiec rzad wyjdzie 3. Dla n > 3 minimalny
taki rzad to 3. Rzeczywiscie, zawsze pierwsze trzy wiersze takiej macierzy sa liniowo niezalezne. Istnieje
natomiast macierz n x n, o opisywanych cechach i rzedzie 3. Jest to macierz [a;;] dla a;; = (i — §)? =
i?—2ij+j2. Zauwazmy, Ze i-ty wiersz jest kombinacja zawsze tych samych trzech wektoréw: i2(1,1,...,1)—
2i(1,2,...,n) + (12,22,...,n?), a wigc cala macierz ma rzad 3.



