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1. Niech F(X, K) bedzie przestrzenia funkcji z niepustego zbioru X o wartosciach w ciele K. Wykazaé, ze
przestrzen F(X, K) jest skonczenie wymiarowa wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér X jest skoniczony.

Jedli zbidr X jest nieskonczony, niech {zg,x1,...} C X, gdzie x; sa parami rézne. Niech f; bedzie funkcja
zdefiniowana jako:
1 ,dlaz=uz
f,L (I) — { ) K3

0 , wpp.

Oczywiscie {f;: i € N} jest ukladem liniowo niezaleznym, wiec wymiar F(X, K) jest nieskoficzony.

Z drugiej strony, jesli {zg,x1,..., 2} = X, to niech réwniez f; bedzie funkcja zdefiniowana jako:
1 ,dlaz=ux
filz) = { ’ '
0 , wpp.

Wtedy uklad {f;: i < k} stanowi baze F(X, K), wiec przestrzen ta jest k-wymiarowa.

2. Rozpatrzmy R jako przestrzen nad Q. Udowodnié, ze jest ona nieskonczenie wymiarowa.
Jedli (r1,...,7) bylby baza w Q, oznacza to, ze kazda liczba rzeczywista jest postaci ¢171 + . .. qx7g, czyli
mamy bijekcje pomiedzy Q¥ — R. Z WDM wiadomo, ze taka bijekcja nie istnieje.

3. Nich K bedzie ciatem i niech W bedzie podprzestrzenia przestrzeni KJ°. Wykazaé, ze W jest podprze-
strzenig skonczenie wymiarowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje m € N takie, ze dla kazdego (a;) € W
zachodzi a; = 0 dla wszystkich ¢ > m.

Niech W bedzie skoniczenie wymiarowa. Zalézmy przeciwnie, ze nie ma takiej liczby m € N. Zatem istnieje
ciag liczb naturalnych (m;) oraz ciag wektoréw (w;) € W takich, ze w;(m;) # 0, ale dla kazdego n > m,,
w;(n) = 0. Zauwazmy, ze uklad ten jest liniowo niezalezny, co prowadzi do sprzecznosci.

Zalézmy zatem, ze istnieje takie m. W takim razie mozemy rozpatrzyé przestrzen W/ C K™ zlozong z
tych samych wektoréw co W ale obcigtych tylko do pierwszych m pozycji. Zauwazmy, ze baza przestrzeni
W' daje baze przestrzeni W, jesli kazdy z wektoréw przedtuzyé do nieskonczonego ciggu samymi zerami.
Ale W’ jest skonczenie wymiarowa, jako podprzestrzen przestrzeni skoficzenie wymiarowe;.

4. Niech I bedzie dowolnym przedzialem w R. Rozstrzygnaé, czy ciag wektorow
(1,cos x,sinz, 2 cos? ¢, 2sin? ¢, 3 cos® , 3sin® z . . )
jest liniowo niezalezny w przestrzeni C(I).
Nie jest, 2sin°e 4 2co®z 1
5. (-) Niech V, W bedzie podprzestrzeniami R*. Znalezé bazy i wymiary V + W oraz VN W dla
a) V =1n((2,1,3,4),(3,9,3,9),(—-1,7,-3,1)), W =1in((1, -3, 3,0)), (2,5, 3,5), (1, 8,0,5)),
Znajdujemy bazy tych przestrzeni:
3
3
-3

2
3
-1

-~ © ~
— O
g
7
S
1\V]



1 3 1 3 1 3 1 3 1 8 0 5
2 1 3 4 wo — 2’11}1, ws + wq 0 -5 1 —2 ws + 2'[02, w1 — W 0 -5 1 =2
-1 7 =3 1 0 10 -2 4 0o 0 0 O

A zatem baza V to ((1,8,0,5),(0,—5,1,—2)).
W drugim przypadku:

1 -3 3 0 1 -3 3 0 1 8 0 5
2 5 3 5 |wy—2w,wg—w; | 0 11 -3 5 |wg—we,wi+wy| 0 11 =3 5
1 8 0 5 0 11 -3 5 0O 0 0 O

A zatem baza W to ((1,8,0,5),(0,11,—3,5)). W obu bazach pierwszy wektor jest taki sam, ale pozo-
state dwa sa liniowo niezalezne. W takim razie baza V + W to ((1,8,0,5), (0,11, -3,5), (0, —5,1,—2)).
Wobec tego dimV + W = 3, a zatem dimVNW = —dim(V+W)+dimV +dimW = -34+2+2=1.
Zatem szukamy jednego niezerowego wektora, ktéry jest zaréwno w V, jak i w W. Jest to wladnie
(1,8,0,5) — i to jest baza VN W.

V =1in((3,2,1,0),(4,3,0,2),(1,2,2,—-3)), natomiast W jest opisane uktadem réwnan:

1+ 2x9 — 23+ 24 =0
3x1+ 9522 +x3+ 524 =0

Opiszmy uktadem réwnan takze przestrzen V:

321 010 1 2 2 =310
4 3 0 2 |0|wews| 4 3 0 2 |0 | wy—4dw,ws— 3w
1 2 2 -3|0 3 21 010
1 2 2 =310 1 2 2 =310
0 -5 -8 14 |0 Jwy—w3| 0 =1 =3 5 |0 | wy+ 2w, w3z — 4wy
0 -4 -5 910 0 -4 -5 910
1 0 -4 7 1|0 1 0 —4 7 0
0 -1 -3 5 |0 |we-(—1),ws-(1/7)| 0 1 3 -5 0 | wy +4ws,wy — 3ws
0 0 7 -—=111]0 0 0 1 -=11/7]0
10 0 5/7 |0
01 0 —=2/71]0
0 01 —-11/7]0

Zatem baza przestrzeni wspélezynnikéw to (—5,2,11,7) i V opisane jest réwnaniem:
=511 4+ 229 + 11la3 + 724 = 0.

Przy okazji zauwazmy, ze dim V = 3.
Zatem V N W jest opisane ukladem réwnan:

1+ 20 —2x3+24=0
3x1 + 9522 +x3+ 524 =0
=511 4+ 2x9 + 11z + 724 =0

ktory rozwiazujemy:

1 2 -1 110 1 2 -1 110
3 5 1 5|0 [wyg—3w,wg+5d5w; | 0 -1 4 2 10 | w4+ 2ws, wz + 12wy
-5 2 11 710 0 12 6 12|10

0 1 0 7 5 |0
0 -1 4 2 0 wa - (—1),71}3 . (1/54) 01 —4 =210 w1 — 71U37’LU2 + 4’[1)3
00 1 2/3/0




Zatem baza V NW to (—1,—-2,-2,3) oraz dim(V NW) = 1. Zatem dim(V + W) = dimV + dim W —
dim(VNW) = 3+2—1 =4, czyli V+ W = R* zatem baza tej przestrzeni to na przykiad
((1’ O’ 07 0)7 (0’ 17 O? 0)7 (O’ 0, 17 0)’ (07 0? 07 1))'

6. Niech V' C R? bedzie przestrzenia rozwiazan rownania x + 2y — z = 0, za$
W =lin((2, —t + 2,4), (25,6, —8)).
Dla jakich wartosci parametru s,t € R

a) Vnw ={0}?
Wtedy zaden z wektoréw rozpinajacych W nie moze lezeé¢ na V, zatem dimV + W = 3. Ale tez
0=dimVnNW =dimV +dimW — dim(V + W) =2 +dim W — 3, czyli dim W = 1, zatem wektory
(2, —t+2,4), (25,6, —8) musza by¢ liniowo zalezne, co stanie sie¢ wtedy i tylko wtedy, gdy s = —2,¢ = 5.
Wtedy tez oczywiscie dowolna ich niezerowa kombinacja nie spelnia rownania na V.

b) V+W =R3?
Skoro dim V' = 2, niezbedne jest, zeby co najmniej jeden z tych wektoréw nie spelnial réwnan. Czyli
t#11lub s # —4.

) R¥=Vaw?
Znéw, zachodzi to wtedy, gdy poprzednie dwie rzeczy zachodza naraz, czyli gdy s = —2,¢ = 5.

7. (-+) Dla kazdej z ponizszych podprzestrzeni W C R® znalezé podprzestrzen V C R® taka, ze R® = W a V.

a) W =1in((1,2,4,5,1),(6,9,7,5,5), (4,5, —1,-5,3)).
Znajdujemy baze W:

1 2 5 1
6 9 7 5 5 wo — 6’LU17 ws — 411)1
4 5 -1 -5 3

1 2 4 5 1 1 2 4 5 1

0 -3 —-17 =25 -1 |wg—ws| O =3 —-17 =25 -1

0 -3 —-17 =25 -1 0 O 0 0 0
A zatem wystarczy wzia¢ V = lin((0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)).

b) W jest przestrzenia rozwiazan ukladu réwnan:

S5x1 — 22+ 2x3 — x4 — 325 =0
4r1 +3x2 —x3 +224 — 25 =0
2x1 — bxo + brs — 4xy — Hxs =0

Rozwiazujemy ten uktad réwnan (wystarczy, ze dowiemy sie ktére zmienne beda parametrami w roz-
wigzaniu ogdlnym), zapisuje uklad w kolejnosci x5, x1, T2, 3, T4:

-1 5 -1 2 =3
2 4 3 -1 -1 | wi+2w,ws+ 4w
4 4 -5 5 )

-1 5 -1 2 =3 -1 5 -1 2 =3
0 14 1 3 =7 |ws—ws 0 14 1 3 =7
0 24 -9 13 -7 0 10 -10 10 O

Zatem wystarczy wzial te wektory z bazy standardowej, ktore maja jedynki w miejscu bazowych
zmiennych, czyli V' = lin((1, 0,0, 0, 0), (0,1, 0,0,0), (0,0,0,0,1)).



8. (%) Wyznaczyé¢ wszystkie pary (a,b) liczb wymiernych takich, ze \/a + Vb = V4 + /7.

Przeksztalcamy te réwnosé

a+b+2Vab=4+7
4ab =16+ a® + b* + 2ab — 8a — 8b+ T+ 2V7(4 — a — b)
—a% —b? — 23 — 6ab+ 8a + 8b = 2V7(4 —a — b)

Zatem, aby lewa i prawa strona musi by¢ réwna 0. Zatem a + b = 4 oraz 4ab — (4 — a — b)?> — 7 = 0, czyli
4ab = 7, ale zauwazmy, ze (a — b)? = (a +b)? —4ab = 16 — 7 = 9, zatem a — b = £3. Zatem dostajemy
pary (7/2,1/2) oraz (1/2,7/2).



