Geometria z algebrg liniowa I, 2019/2020
¢wiczenia 9. — rozwigzania

31 pazdziernika lub 5 listopada 2019

1. Znalezé baze 1 wymiar przestrzeni liniowej lin((1,2,0,1),(2,1,3,3,),(0,—3,3,1), (3,4, 3,4)).

Znajdujemy sprowadzajac do postaci schodkowej:
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Czyli baza to (1,2,0,1),(0,-3,3,1),(0,0,3,1) oraz wymiar to 3.
2. Znalez¢ baze i wymiar podprzestrzeni opisanej nastepujacym ukladem réwnan.
21171’24’1’3*1’4:0
T, 4 229 + 3+ 224 =0
3r1+ 294+ 223 +24 =0
Znajdujemy rozwigzanie ogélne uktadu réwnan:
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Czyli rozwiazanie ogblne to (— 323, —£T3 — T4,T3,74), Wigc s3 dwa wymiary, a baza to np.:

5
(-2,-1,1,0),(0,-1,0,1).

3. (+-) Opisaé przestrzen lin((1,2,1,3),(2,5,2,7),(1,3,1,4)) uktadem réwnan liniowych.

Rozwiazujemy uklad réwnan:
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Wiec rozwiazaniem ogélnym jest (—c — d, —d, ¢, d), czyli baza podprzestrzeni rozwiazan jest
(-1,0,1,0),(—1,—1,0,1). To oznacza, ze wskazana podprzestrzen opisuje uktad réwnan:

7CE1+Z3:O
—x1 — T2+ x4 =0



4. Dla jakich wartosci t € R podprzestrzen lin((1,2,1),(2,5,3),(1,3,t)) daje si¢ opisa¢ jednym niezerowym
réwnaniem? Znalezé to réwnanie.

Rozwigzujemy uktad:
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Aby byto jedno réwnanie przestrzen rozwiazan tego ukladu musi by¢ jednowymiarowa musi istnie¢ nieze-
rowe rozwiazanie. Wiec ostatnia kolumna musi nie mie¢ schodka, czyli ¢t = 2. A wiec dalej rachujemy:
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Czyli rozwiazanie ogdlne to (¢, —c, ¢), czyli przestrzen rozwiazan jest jednowymiarowa zgodnie z zyczeniem
i jedyny wektor wazowy to np.: (1,—1,1), co oznacza szukane réwnanie to:

1’1—£EQ+£E3:0

5. Znalez¢ wspélrzedne wektora (1,8,10,10) w bazie (1,2,3,1),(2,1,3,3),(-1,1,0,-1),(0,0,1,2)
Rozwiazujemy uktad:
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Czyli wspélrzedne to —4,7,9,1 i rzeczywiscie —4(1,2,3,1) + 7(2,1,3,3) + 9(—1,1,0,-1) 4+ (0,0,1,2) =

(1,8,10,10).

6. Rozpatrzmy nastepujace wektory przestrzeni R*: a1 = (3,2,1), as = (7,3,1),a3 = (4,2,1), 31 =
(0a271)7ﬂ2 = (17172)a/63 = (170a0)

o wykazaé, ze aq, ao, a3 jest bazg przestrzeni R? i znalezé wspélrzedne wektoréw 51, Ba, B3 w tej bazie,
Sprawdzamy, ze to baza, aby byla to baza musi by¢ to po prostu uktad liniowo niezalezny (kolejnosé
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Wyliczamy wspdlrzedne — lewa strona trzech ukladow rownan jest taka sama, kolumna wyrazow
wolnych si¢ rézni, wiec zeby nie liczy¢ trzy razy, piszemy w jednej macierzy:
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1 1 1] 1 2 0 11 1] 1 2 0
01 0|0 -3 0|ws—4w2| 0 1 0|0 =3 0 [w;—ws
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Czyli wspétrzedne (1, 82, B3 to odpowiednio (4,0, —3),(-2,-3,7),(—1,0,1).
e podaé przyklad takiej bazy, ze wektor 81 ma w niej wspolrzedne 1,1,0, a wektor (o wspdlrzedne
0,0, 1.
Taka baza to na przyktad (0,2,0),(0,0,1),(1,1,2).
7. Znalezé baze i wymiar przestrzeni rozpietej przez wektory (3,2,1,1),(5,0,2,3),(4,1,4,5),(4,1,—1,-1).

Dla uproszczenia rachunkéw wspotrzedne zapiszemy w macierzy od konca:
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Czyli, pamietajac, ze zapisaliSmy wszystkie wektory od tylu, przyktadowa baza to
(3,2,1,1),(—4,-6,-1,0),(—7,-3,0,0), a wymiar to 3.
8. Opisa¢ te podprzestrzen ukladem réwnan.

Skoticzmy rozwiazywaé ten uklad réwnan (z poprzedniego zadania mamy juz postaé schodkowa, trzeba
tylko zredukowaé, kolumna zerowa w pamieci):
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Czyli rozwiazanie ogélne to (macierz zapisana byla od kofical) (a, —Id, 10a, —22a), czyli bedzie tylko jedno
réwnanie w szukanym ukladzie, a poniewaz przykladowy wektor bazowy, to (3,—7,30,—25), to szukane
réwnanie, to:

3x1 — Txo + 30x3 — 2524 =0
9. Znalez¢ baze i wymiar przestrzeni rozwiazan nastepujacego ukladu réwnan.

5a + 10b+ 6¢c+3d =0
2a +4b+4c+3d=0
3a+6b+5¢c+5d=0



Rozwiazujemy (zerowa kolumne wyrazéw wolnym mamy w pamieci):
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Czyli rozwiazanie ogdlne to (—2b,b,0,0), wymiar wynosi 1, a przykladowy wektor bazowy to (—2,1,0,0).

10. Znalezé wspolrzedne wektora (5,0,0) w bazie zadanej wektorami (1,2,—1),(1,0,2),(0,1,1).

Rozwiazujemy uklad réwnan:
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Czyli szukane wspolrzedne to 2,3, —4 i rzeczywiscie: 2(1,2,—1) 4+ 3(1,0,2) — 4(0,1,1) = (5,0,0).

11. Niech W bedzie podprzestrzenia opisang uktadem réwnan:

1+ 2T+ 23 —24+2x5 =0
2I1+31}2—1‘3+2I4—1‘5:0

Znajdz baze przestrzeni W i uzupehij ja do bazy przestrzeni R>.

Rozwiazujemy (kolumna zer w pamieci):
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Czyli rozwiazanie ogdlne to (—Tzs + bay — 4as, 53 — 4oy + 325, 3,24, 25), a wiec jest to podprzestrzen
trzy-wymiarowa i przykladowa baza to (—7,5,1,0,0), (5,—4,0,1,0), (—4,3,0,0,1). Widaé, ze z wektorami
(1,0,0,0,0) oraz (0,1,0,0,0) tworza po trzech operacjach postaé¢ schodkowa, wiec stanowa z nimi baze
calej przestrzeni.

— O

12. () Podaé przyktad takiej bazy przestrzeni R?, ze wektor (1,2,3) ma w niej wspétrzedne 3, 1, 2.

Wystarczy zauwazyé, ze wystarczy zamieni¢ kolejno$é¢ wspolrzednych, czyli wziaé¢ wektory z bazy stan-
dardowej, tyle ze w innej kolejnosci, konkretnie: (0,0, 1), (1,0,0), (0,1,0).

13. (%) Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem Z, o skoniczonej liczbie wektoréw n. Znajdz wszystkie
mozliwe dzielniki liczby n.

Zauwaz, ze V musi by¢ skonczenie-wymiarowa przestrzenia, oznaczmy zatem ten wymiar jako d. W takim

razie wybierzmy baze wielkoséci d. Wtedy kazdy wektor da si¢ opisaé¢ jednoznacznie jako wspoélrzedne w

tej bazie. Zatem wektoréw jest n = p?.



