Geometria z algebrg liniowa I, 2019/2020
¢wiczenia 8. — rozwigzania

25 lub 29 pazdziernika 2019

1. Ktore z ponizszych podzbioréw przestrzeni F(R,R) sa jej podprzestrzeniami?

(a) funkcje ciagte,
Tak, suma funkcji ciagltych jest ciagla i illoczyn funkcji ciaglej przez liczbe jest ciagly.
(b) funkcje wielomianowe,
Tak, suma dwoch wielomianéw jest wielomianem i wielomian przemnozony przez liczbe jest wielo-
mianem
(c) funkcje spelniajace warunek f(1) = f(2),
Tak, jesli f, g spelniaja ten warunek, to réwniez (f +g)(1) = f(1) +g(1) = f(2) + 9(2) = (f +9)(2)
oraz jesli dodatkowo a € R, to (af)(1) = af(1) = af(2) = (af)(2).
(d) funkcje speliajace warunek f(0) = f(1)3.
Nie. Niech f(z) = g(x) = 1. Wtedy f, g spelnia powyzszy warunek. Tymczasem (f + ¢g)(0) = 2 #
8=((f+9)(1))>
2. (+) Czy wektor (1,1,1,1) € R* jest kombinacja liniowa wektoréw (1,2,4,3),(0,1,3,3),(1,2,1,5)?
Czyli, czy uktad:

at+c=1
2a +b+2c=1
da+3b+c=1

3a+3b+5c=1

jest niesprzeczny. Zobaczmy:
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co oznacza sprzeczno$¢. Wiec ten wektor nie jest kombinacja podanych wektordw.

3. Niech oy = (3,2,1,1),a0 = (2,7,2,1), 03 = (1,3,1,3) oraz B, = (2,-2,0,3),8 = (1,1,1,1), 35 =
(—1,3,1,10). Ktére z wektoréw [3; sa kombinacjami liniowymi uktadu aq, ag, a3?

Oczywidcie to pytanie zawiera w sobie pytanie o niesprzeczno$¢ 3 uktadéw réwnan, z ktorych kazdy ma
taka sama lewa strone i rézne wyrazy wolne (prawa strone). Oszczedzi rachunkéw zapisanie wszystkiego
w jednej macierzy, pamietajac jednak, ze macierza pierwszego uktadu sg kolumny 1-4, drugiego 1-31i 5., a
trzeciego — 1-3 1 6.
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Czyli 1. i 3. uktad sg niesprzeczne, zas 2. jest sprzeczny, czyli 51 1 3 sa kombinacjami, zas 2 nie jest.

. Czy uklad (1,2,-1,2),(1,4,2,8),(—1,0,4,4) jest liniowo niezalezny?

Sprawdzamy, czy w wyniku sprowadzania macierzy do postaci schodkowej powstanie wiersz zerowy:
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Czyli wiersz zerowy powstal, a zatem uktad nie jest liniowo niezalezny.

. Czy istnieje niezerowy wektor o € R*, ktéry jest jednoczeénie kombinacjg liniows wektoréw
(1,1,-1,-2), (1,0, —3,1) oraz kombinacja liniowa wektoréw (1,2,1,1),(0,1,2,1).

Nazwijmy te wektory odpowiednio vy, ve, w1, ws. Pytamy wiec, czy istnieja a, b, c,d z czego co najmniej
jedno rézne od zera, takie ze avy + bve = cwy + dws, czyli av; + bvy — cwy; — dwy = 0, co jest po prostu
ukladem réwnan, a nasze zadanie polega na sprawdzeniu, czy ma on rozwiazanie niezerowe.
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Czyli rozwigzaniem ogdlnym jest (f%d, f%d, f%d, d), czyli jest rozwiazanie niezerowe, np. (—1,—1,—2,3),
czyli —v; —vg = (=2, —1,4,1) = —2w; + 3wy jest przykladowym wektorem spelniajacym warunki zadania.

. Dla jakich wartoéci parametru r € R wektor (7, 8,6) jest kombinacja liniowa wektoréw
(3,4,5),(1,4,4),(7,4,7)?

Zapiszmy wektory w kolejnosci (1,4,4), (3,4,5),(7,4,7), zeby bylo wygodniej liczyé i sprawdzmy.
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Co oznacza, ze uklad jest niesprzeczny (czyli wektor jest kombinacje liniowa) tylko, jesli —1 — % = 0, czyli
r=—2.



7.

10.

11.

() Dla jakich wartosci parametréw s,t € R wektory (5,7,s,2),(1,3,2,1),(2,2,4,t) tworza uktad liniowo
niezalezny?

Sprawdzmy:
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0 -8 s—10 -3 0 0 s—10 1-—2¢t
Wiec na to, zeby ostatni wiersz nie byl zerowy wystarczy, by s # 10 lub ¢ # % i jesli spelniony jest choé
jeden z tych warunkdéw, uktad jest niezalezny.

. Zmalez¢é wektor v € Z3, zeby uktad v, (1,0, 1), (1,1,1) byt liniowo niezalezny w Z3.

Widaé, ze v = (1,0, 0) spelnia warunki zadania. Rzeczywiscie:
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. Niech W = {f € Rlz]z: f(1) = f(2) = 0}. Wykaza¢, ze W = lin(z? — 3z + 2).

Niech f bedzie wielomianem drugiego stopnia, takim ze f(1) = f(2) = 0. Wtedy f = a(z — 1)(z — 2) =
s(z? — 3z +2).

Niech W =lin((2, 1,4), (3,5,—1),(3,—-2,13),(7,7,7), (=4, —9,6)). Podaé taki uktad wektoréw liniowo nie-
zaleznych aq, ..., ze W =lin(ay, ..., a,)

Sprowadzamy macierz do postaci schodkowej:
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Czyli szukanymi wektorami sa na przyklad: (2,1,4), (0,1, —2).

(%) Nieskonczony uktad wektoréw nazywamy nieprzeliczalnym, jesli nie da sie wektoréw w tym ukladzie
ponumerowaé kolejnymi liczbami naturalnymi. Udowodnié, ze istnieje nieprzeliczalny liniowo niezalezny
uktad wektoréw w Zs°.

Skonstruujmy taki zbiér wektoréw P C Z3°, ktéry jest liniowo niezalezny. Niech ¢ bedzie zdefiniowane
w nastepujacy sposéb indukeyjnie. Niech p(&) = &. Majac dane ¢(w) = v dla w gdy n = |w]|, niech
p(w™0) = v“egzﬂ oraz o(w™1) = v“agzrl, gdzie e]* = 0...010...0 ma dlugo$é m z 1 na Il-tej pozycji,
oraz k € N jest liczba naturalna, ktérej rozwiniecie binarne jest dane przez w. Na przyktad, ¢(0) = 10,
»(1) = 01, ¢(00) = 101000, ©(01) = 100100, ¢(10) = 010010, »(11) = 010001, »(000) = 10100010000000,
itd. Teraz niech P bedzie zbiorem nieskoniczonych ciagéw zer i jedynek powstalych w tym procesie .
Niech ag,...,a, € P beda parami rézne. Wtedy istnieje [ € N takie ze dla pewnych 4,7 < n,i # j,
obciete do diugoéci 2! — 2 jest rézne od a; obcietego do dlugodci 2! — 2. Wtedy ay,...,a, obciete do
[2! —2,2!*1 — 2) 53 liniowo niezalezne w (Zz)!. Wobec tego P jest liniowo niezalezny nad Z,.

Co wiecej P jest nieprzeliczalny, bowiem jest indeksowany nieskoficzonymi ciagami zer i jedynek. Takiego
zbioru nie da sie ponumerowa¢ liczbami naturalnymi, bo gdyby bylo mozliwe ponumerowanie nieskonczo-
nego zbioru zer i jedynek liczbami naturalnymi niech {0, 1} = {cy, ...} bedzie takim ponumerowaniem.
Wtedy ciag d zadany jako d(n) = ¢, + 1 nie jest na tej liScie — sprzecznosé.



