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1. (+) Niech L bedzie podciatem ciata K. Wykazaé, ze K jest przestrzenia liniowa nad L.
Dokladnie wszystkie wlasnosci z definicji przestrzeni sa powtérzeniem wtasnosci z definicji ciata K. Czasem
jedynie polegaja na ograniczeniu niektérych zmiennych do ciata L.

2. Niech V bedzie przestrzenig liniowa okreslonag nad C. Wykazaé, ze V' z tym samym dodawaniem a mno-
zeniem okre$lonym jako a - v = av jest tez przestrzenia liniowa nad C.

Musimy sprawdzié¢ wlasnosci zwigzane z mnozeniem.

a-(v+w)=alv+w)=av+aw=a-v+a-w,

(a+b)-v=(a+bv=(a+bv=av+bv=a-v+b- w,
( _

3. Niech V bedzie rodzing wszystkich podzbioréw zbioru X. Okreslamy dziatania na V' w nastepujacy sposéb:
dla A, B C X, niech 0A =@, 1A = A, A+ B = AAB. Wykazaé, ze V z tymi dzialaniami jest przestrzenia
liniowa nad Zs.

Branie roznicy symetrycznej jest rzeczywiscie taczne i przemienne. Mamy takze
TNA=A
Wektorem przeciwnym do A bedzie A, bo AANA = @.
0(A+ B)=0=04AA0B

1(A+ B) = AAB = 1AA1B
(0+0)A =0=0AA0A
(0+1)A=1A=AAZ = 1AA0A
(1+1)A=0=14A14

(00)A = 0 = 0(0A)

(01)A =0 = 0(14)

(10)A = 0 = 1(04)

(1A= A=1(14)
14 = A.

4. Niech V1, V5 beda przestrzeniami liniowymi nad K. Wykazaé, ze zbior Vi x V5 z dzialaniami wykonywanymi
po wspdlrzednych tez jest przestrzenig liniowa nad K.

Sprawdza sie to analogicznie, jak dowodzi, ze R? jest przestrzenia liniowa nad R.

5. Dla ponizszych podzbioréw w R? sprawdzié, czy spelnia on oba warunki z definicji podprzestrzeni.



{(z,y): x,y € Z},

W pierwszym przykladzie spelnia warunek z dodawaniem ((z,y)+(z4+w) = (z+2z, y+w) i x4z, y+w €
Z), ale nie spelnia warunku z mnozeniem, np. (1,0) jest elementem tego zbioru, ale %(1,0) = (%, 0)
juz nie.

{(z,y): o] = [yl = 1}.

W drugim przykladzie nie spelnia warunku z dodawaniem, bo (1,0), (—1,0) sa w tym zbiorze, ale
(1,0)+ (—1,0) = (0,0) juz nie oraz nie spelnia z mnozeniem, bo (1,0) sa w zbiorze, ale juz 3(1,0) =
(1,0) nie.

{(z,y): 2 =01luby =a},

Nie spelnia warunku z dodawaniem, bo (1,0) oraz (1,1) sa w tym zbiorze, ale (0,1) + (1,1) = (1, 2)
juz nie. Spelnia warunek z mnozeniem, bowiem ¢ - (z,0) = (cz,0) nalezy do zbioru, podobnie jak
¢ (z,x) = (cx, cx).

{(z,y): 2* + 4y* = day}.

Whbrew pozorom, tu jest napisane x — 2y = 0, czyli x = 2y. Ten zbiér jest podprzestrzenia liniowa
(spelnia oba warunki), bowiem (x,22) 4 (y, 2y) = (x +y, 22 + 2y) nalezy do tego zbioru i c- (z,2z) =
(cx,2cx) tez.

6. Dla jakich wartosci parametru s € R podzbiér W = {(x,y,z,w) € R*: x — 2y + 2+ w = s*> — 1 oraz x +
y + sw? = w?} jest podprzestrzenia liniowa?

Zalézmy, ze s < 1. Wtedy wektor v = (1,0,5% — 2 — \/11?, \/1175) spelnia oba réwnania, ale wektor 2v juz

nie spetnia 2. réwnania, sprzecznosc.

Zatézmy wiec, ze s > 1. Wtedy wektor w = (—1,0,52 — —2 1

s—17 y/s—1

) spelnia oba réwnania, ale wektor 2w
juz nie spelnia 2. réwnania, sprzecznosé.
Wiec pozostaje s = 1 i wtedy rzeczywiscie zbidr jest podprzestrzenig liniowa.

7. Ktore z ponizszych podzbioréw R sg jej podprzestrzeniami:
(a) ciagi stale,
Tak, suma dwdch ciagéw statych jest stala, ciag staly przemnozony przez liczbe jest staly.
(b) ciagi zbiezne,

Tak, suma dwoch ciagdéw zbieznych jest zbiezna (do sumy ich granic). Ciag zbiezny przemnozony
przez liczbe jest zbiezny do swojej granicy przemnozonej przez te liczbe.

(c) ciagi ograniczone,
Tak, suma dwoch ciagéw ograniczonych jest ograniczona. Ciag ograniczony przemnozony przez liczbe
jest ograniczony.

(d) 1" = {(a:) + 323%, lai] < oo}

Zauwazmy, ze dla dwéch ciagéw a;, b; € I*

Z la; +bi| = nh_)ngoz |la; +bi| < nll_{roloz |ai| +1bi| = nh_)H;oZ \ai|+n1LIIOIOZ |bi| = Z |ai +Z |bil,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

zatem a; + b; € I'. Podobnie, jesli a € R oraz a; € I', to

o0 n n n o0

> laai| = lim > aas| = lim Y allai| + [ba] = a lim > Jai| =a ) |ail,
n—o0 n—oo n—oo

=1 1=1 =1 =1 =1

a zatem réwniez aa; € I1.

8. Niech W;, W5 beda podprzestrzeniami przestrzeni V. Wykazaé, ze zbior Wi U Wy jest podprzestrzenia
przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy W1 C Wy lub Wy C Wj.
Kierunek implikacji w lewo jest oczywisty. W druga strone, zalézmy przeciwnie, ze W1 U W5 jest podprze-
strzenig przestrzeni V, ale istnieja v € Wo \ Wy oraz w € Wi \ Wa. Wtedy v+ w € Wy U Wa, skoro to jest
podprzestrzen. Zatem v + w € Wi lub v + w € Ws. Bez straty ogdlnosci zatézmy te pierwsza opcje. Ale
wtedy v = v+ w — w € Wy, co przeczy naszemu zalozeniu. [



9. (%) Niech p bedzie liczba pierwsza. Rozstrzygnij ile podprzestrzeni istnieje w przestrzeni (Z,)" rozwazanej
jako przestrzen liniowa nad Z,,.

Przeprowadzamy nastepujaca procedure wyboru podprzestrzeni w przestrzeni liniowej (Z,)". Ustalamy
k z przedzialu od 0 do p i wybierzemy k niezerowych wektoréw tak, ze kazdy kolejny nie nalezy do
najmniejszej podprzestrzeni do ktérej naleza poprzednie. Na ile sposobéw mozna to zrobi¢? Pierwszy
wektor mozna wybraé na (p™ — 1) sposobéw (wszystkie poza zerowym). Teraz jest p wektoréw (lacznie z
zerowym), ktére mozna otrzymaé z pierwszego przez mnozenie przez liczbe, wiec drugi mozemy wybraé
na (p" — p) sposobéw. Widaé, ze i-ty wektor bedziemy mogli wybraé na (p™ — p*~!) sposobéw. Czyli k
wektorow wybraliSmy na
" =1 " =P

sposobéw. Ale wiele wyboréw generuje te sama podprzestrzen. Jak wiele, a no tyle, ile w tej wybranej
podprzestrzeni mozna wybraé takich uktadéw k wektoréw wewnatrz niej, czyli zgodnie z analogicznym
rozumowaniem

P =1 =P,

wiec ostatecznie szukana liczba to:

zp:(p"—li--~--(p"—pk1)

= ph =1 (PP - ph)



