Geometria z algebrg liniowa, 2019/2020
¢wiczenia 3. — rozwigzania

10 lub 11 pazdziernika 2019

1. Sprawdz, ze p € N\ {0, 1} jest liczba pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy Z, jest cialem.

Zalbézmy, ze p jest liczbg pierwsza. Jedyna nieoczywista rzecza jest istnienie odwrotnosci. Ale jedli a € Z,
ia#0toaip sy wzglednie pierwsze, wiec z Matego Twierdzenia Fermata a?~! dzieli sie przez p z reszta
1. A zatem a-aP~%2 = 1w Z,.

Jedli natomiast p = ab, gdzie a,b # 1 oraz a,b > 0, to ab = 0 w Z,,. Zalézmy dazac do sprzecznosci, ze Z,

jest cialem. Wtedy istnieje a

1 awiec a"lab=1-b=b z jednej strony ale a~'ab = a~!-0 = 0 z drugiej.

Zatem b = 0 wbrew zalozeniu.

2. Niech K bedzie cialem oraz a,b,c € K. Wykaz, ze

()

(b)

jeslia+c=b+c,toa=".
Skoro K jest cialem to istnieje —c. Korzystajac z tacznosci dodawania oraz wlasnosci zera mamy
wiec:

a=a+0=a+(c+(—¢)=(a+c)+(—c)=b+c)+(—c)=b+(c+(—¢)) =b+0=0.

jesli ac = be oraz ¢ #£ 0, to a = b.
Skoro K jest cialem to istnieje ¢~!. Korzystajac z lacznoéci mnozenia oraz wlasnoéci jedynki mamy
wiec:

a=a-1=a-(c-c)=(a-c)-ct=0-¢c)-c'=b-(c-c)=b-1=0.
a-0=0oraz (—1)-a=—a.
Zauwazmy, ze ¢ -0+ a=a-04+a-1=a-(0+1) =a-1=a =0+ a, a zatem na mocy pierwszej z
udowodnionych tozsamosci mamy a -0 = 0.
A zatem (-1)-a+a=(-1)-a+1-a=(-14+1)-a=0-a=0= —a+ a, a zatem znéw na mocy
pierwszej z udowodnionych tozsamosci mamy (—1) - a = —a.

3. Niech K bedzie cialem oraz L bedzie podcialem ciata K. Wykaz, ze

(a)

(b)

()
(d)

jesli K =R, to Q C L.

Poniewaz 1 € L, to dla kazdej liczby n € N\ {0} mamy n =1+ ...+ 1 € L (dowéd indukeyjny). W
takim razie takze —n € L, czyli Z C L. Wobec tego dla kazdego ¢ € Z \ {0}, 1/q € L, czyli tez dla
kazdego p € Z, p/q € L. Wobec tego Q C L.

jesli K = R oraz v2 € L, to Q(v/2) C L.

Wiemy juz, ze Q C L. Ale skoro v/2 € L to dla kazdego ¢ € Q, gv/2 € L. Wobec tego dla kazdych
Pg€Q p+qv2€e L, czyli Q(W2) C L.

jesli K =Q to L =Q.

Rozumowanie z pierwszego podpunktu prowadzi do wniosku, ze Q C L, ale L C K = Q, wiec L = Q.
jesli K = Z,, to L = Z,,.

Skoro 1 € L, to dla kazdego a € Z, \ {0}, a=14+...+1€ L.

4. () W Zs znalezé:

(a)

—3 oraz 471,
W Zs —3 = 2, bowiem 3+2 = 0. 47! =4, bowiem 4-4 = 1 (w Z 4-4 = 16, dzieli si¢ przez 5 z reszta
1).



(b) wszystkie rozwiazania réwnania 222 4+ 3 = 0

A zatem 22 = —3-271 = 2.3 =1, a liczbami o tej wlasnosci w Zs sa 1 oraz 4.

(c) wszystkie rozwiazania réwnania 2% — 1 = 0.

A zatem 2° = 1. Mamy 1° = 1, 25 = 2, 3° = 3 oraz 45 = 4 (jesli kto$ nie chce liczy¢ moze skorzystaé
z Malego Twierdzenia Fermata). A zatem jedyna taka liczba jest 1.

5. (-) Dla ktérych liczb p = 2,3,5,7 ciag (1,1,1,1) jest rozwiazaniem nastepujacego ukladu réwnan w Z,?

z+y+t=0
y—z+t=1
r+y+2z=0

Sprawdzamy:

(a) dlap=2,1+1+1=1, wiec nie jest spelnione pierwsze réwnanie
(b)ydlap=3,1+41+1=0,1-1+1=1oraz1+1+1=0, wiec (1,1,1,1) jest rozwigzaniem

(¢) dlap=>5orazp=7,14+1+1=3, czyli nie jest spelnione pierwsze réwnanie

6. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne nastepujacego ukladu réwnan o wspélczynnikach w Zs.

2r+3y+z+4t=1
3x+y+2z+4t=2
3z4+3y+z+3t=1

Zapisujemy macierz w kolejnosci z, x,y,t i sprowadzamy do postaci schodkowej

=~

0 0

—_

O =
i)

—

411 1 2 3
412 | wy — 2wy, w3 —wy | O 0
3|1

1

0

0

0 3 1|1
4 0 1|0 [|wy-4
0 0 0|0

o

A zatem mamy

z=1+2y+4t
r=t

Co w postaci parametrycznej daje (¢,y,1 + 2y + 4t,t), y,t € Zs.

7. Skonstruuj ciato ztozone z 4 elementéw.
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Istnieje cztero-elementowe cialo {0, 1,a,a + 1} w ktérym operacje dzialaja w nastepujacy sposob:

+ 0 1 a a+1
0 0 1 a a+1
1 1 0 a+1 a
a a a+1 0 1
a+1]a+1 a 1 0
0 1 a a+1

0 0 0 0 0

1 0 1 a a+1

a 0 a a+1 1

a+1[0 a+1 1 a

8. (x) Rozstrzygnij czy istnieja ciala zawierajace dokladnie 6 i 8 elementéw.

Nie istnieje cialo 6-cio elementowe. Zalézmy przeciwnie, ze K ma 6 elementéw. Rzedem elementu a € K
nazwiemy najmniejsza liczbe n taka, ze suma n elementéw a daje 0. Dojscie do sprzecznosci przebiega w

nastepujacych krokach.



(a)

Nie istnieje element o rzedzie 4. Zalézmy przeciwnie, ze istnieje taki element a. Wtedy 0,a,a + a i
a+ a+ a to rézne elementy. Zatem jest jaki$ inny element b, ale a + b tez jest inny od tych elementéw
i od b, co tatwo udowodnié¢, np. je$li a+b = a+a+b, to a = 0, a tak nie jest. Ale takze a+ a + b jest
rézne od dotychczasowych elementéw, co znéw tatwo sie dowodzi, np. jesli a+a+b =0 =a+a+a+s,
to b = a + a, a to nieprawda. Zatem mamy rézne elementy: 0,a,a + a,a +a+ a,b,a+b,a+a+b —
ale to w sumie 7, a elementéw ma by¢ 6.

Doktadnie analogicznie pokazujemy, ze nie istnieje element o rzedzie 5.

Nie istnieja tez dwa elementy o rzedzie 2. Zalézmy bowiem przeciwnie, ze sa takie elementy a i b.
Wobec tego a + b # 0, bo jesli a+b=0=a+ a, to a = b, a tak ma nie byé¢. Zatem 0,a,b1a+b to
cztery rézne elementy. Wezmy zatem kolejny inny element c. Podobnie jak poprzednio dowodzimy,
ze a+ c1b+ c to jeszcze inne i inne od siebie elementy — znéw jest wiec 7 réznych rzeczy, a jest 6.

Jest parzysta liczba elementéw o rzedzie 3. Rzeczywiscie, jesli a jest rzedu 3, to rowniez a + a jest
rzedu 3, bo (a+a)+(a+a)=a#0,a(a+a)+(a+a)+(a+a)=0.

Zatem istnieje element rzedu 6. Zalézmy przeciwnie, ze nie ma takiego elementu. Zatem mamy 5
niezerowych elementéw i musza by¢ one rzedu 2 lub 3. Skoro jest maksimum jeden element rzedu 2,
to istnieje element rzedu 3, nazwijmy go b. Skoro elementéw rzedu 3 jest parzyécie wiele, to istnieje
element rzedu 2, nazwijmy go b. Ale w takim razie a+b # 0, bo w przeciwnym przypadku a+b = a+a,
wiec a = b, sprzeczno$é. Ale tez (a+b)+ (a+b) =b+b#0oraz (a+b)+ (a+b)+ (a+b) =a#0.
W takim razie element a + b nie jest rzedu ani 2, ani 3, sprzecznosc.

W takim razie niech a bedzie istniejacym elementem o rzedzie 6. W takim razie K = {0,a,a+a,a+
a+a,a+a+a+a,a+a+a+a+a}. Ale w takim razie dla kazdego ¢ € K, c+c+c+c+c+c = 0. Niech
a-b=1 € K. Zatem (a+a)-(a+a+a) = (a-a)+(a-a)+(a-a)+(a-a)+(a-a)+(a-a) = i+i+i+i+i+i =0,
a zatem a +a = 0 lub a 4+ a + a = 0, ale to sprzecznosé, bo a jest rzedu 6.

Istnieje o$mio-elementowe ciato {0,1,a,a + 1,a%, a? + 1,4 + a,a® + a + 1} w ktérym operacje dziataja w
nastepujacy sposob:

+ 0 1 a a+1 a? a?+1 a?+a a?2+a+1

0 0 1 a a+1 a? a? +1 aZ+a aZ+a+1

1 1 0 a+1 a a?+1 a? a?+a+1 a?+a

a a a+1 0 1 a?+a a?+a+1 a? a? +1
a+1 a+1 a 1 0 a?+a+1 a’+a a?+1 a?

a? a? a? +1 a®+a a?+a+1 0 1 a a—+1
a?+1 a?+1 a? a?2+a+1 a? 1 0 a+1 a
a?+a a?+a a?+a+1 a? a?+1 a a+1 0 1

a?+a+1|a2+a+1 a?+a a?+1 a? a+1 a 1 0
. 0 1 a a—+1 a? a?+1 a’>+a a?+a+1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 a a+1 a? a?+1 a’®+a a?+a+1
a 0 a a? a?+a a—+1 1 a?+a+1 a?+1
a+1 0 a+1 a?+a a?+1 a?+a+1 a? 1 a
a? 0 a? a—+1 a2+a+1 a?+a a a2 +1 1
a2 +1 0 a?+1 1 a? a a?2+a+1 a+1 a?+a
a?+a 0 a’>+a a?+a+1 1 a?+1 a+1 a a?
a?4+a+1]0 a?+a+1 a?+1 a 1 aZ+a a? a+1




