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Widaé, ze (M — M3)/3 nie jest pierwsza macierza, wiec nie moze byé ona w W. (7TM; — Ms)/3 to nie jest
druga macierz i ona tez nie nalezy do W. Trzecia macierz nie moze by¢ w W skoro jest rézna od Mj.

Niech M1 :AQ—Al = |: _31

_01:|OTaZM2:A2—4A1:[ 0 - 3 ]

. Niech vq,...,v; bedzie liniowo niezaleznym ukladem wektoréw w przestrzeni V nad cialem K. Niech
wy = vy, oraz w; = v; +v;—1 dla i € {2,...,k}. Wykazaé, ze uklad wy, ..., wy jest liniowo niezalezny.

Rzeczywiscie macierz, ktorej wiersze to wy, ..., w, mozna prosto przy pomocy kolejnych k — 1 operacji
w postaci 7,41 — r; sprowadzi¢ do macierzy, ktérej wiersze to vy, ...v;. Ta zaé macierz sprowadzona do
postaci schodkowej nie ma wiersza zerowego z powodu liniowej niezaleznosci tych wektoréw.

. Niech f1,..., fr bedzie ukladem wielomianéw w K |[x] nie zawierajacym wielomianu zerowego oraz takim,
ze deg f; # deg f; o ile i # j. Wykaza¢, ze uktad fi,..., fi jest liniowo niezalezny.

Zalézmy, bez straty ogdélnosci, ze f1,... fr sa ustawione wedlug malejacego stopnia. Zalézmy tez, ze dla
pewnych ay,...ag, a1 f1+...4+arfr = 0. Mozna dowies¢ przez indukcje, ze a; = ... = ap = 0. Rzeczywiscie
a1 réwna sie zero, bo x w najwyzszej potedze wystepuje tylko w f1, a calosé musi sie sumowaé do zera.
Jedli natomiast a; = ... = a; = 0 oraz ¢ < k, to po usunieciu z wyrazenia ay fi1 + ... + arfr wyrazéw
przemnozonych przez a; = ... = a; = 0 dostajemy, ze © w najwyzszej potedze wystepuje tylko w f;, a
skoro calosé musi sie sumowaé do zera, to a; = 0. A zatem badany uktad jest liniowo niezalezny.

. Rozpatrzmy R jako przestrzen liniowa nad Q. Wykaz, ze uklad 1,v/2,V/3 jest w tej przestrzeni liniowo
niezalezny.

Zalézmy, ze p + qv/2 + rv/3 = 0 i nie wszystkie z p, ¢, sa zerami. Oczywiscie to oznacza, ze co najmniej
dwie z nich nie sa zerami. Zakladajac, ze r oraz ¢ nie sa mamy, ze V6 = (p? — 2¢> — 3r2)/2qr, jest liczba
wymierna, co oczywiicie nie jest prawda (aby to udowodnié¢, wystarczy zalozyé, ze v6 = a/b, gdzie a i
b sa calkowite i nie maja wspélnych dzielnikéw, i wtedy 60> = a? — po rozpatrzeniu podzielno$ci przez 6
dochodzimy do sprzecznosci). Jegli za to ¢ = 0 oraz r # 0, to /3 = —p/r jest liczba wymierna, a tak nie
jest. W koncu, jesli r = 0 oraz g # 0 to v2 = —p/q jest liczba wymierna, co jest sprzecznoscia w ostatnim
dostepnym przypadku, i kohczy dowdd.

. () Niech V' i W beda podprzestrzeniami w R®.
V =1in((10,3,9+5,1,2 — 5), (4,1,6,1,1),(2,1,-1,—1,-2)),
za$ W niech bedzie przestrzenia rozwigzan uktadu rownan:

3r1 — 1las +txs —8xy + 25 =0
207 —4xo —x3+ 34 — 25 =0
Ty — dro + a3 — 624 + 25 =0



Znalez¢ dimV i dim W w zaleznosci od s,t € R. Znalezé wszystkie takie s,t, ze V = W.

Znajdujemy najpierw baze i wymiar V:
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0 -1 8 3 ) wz —2wy | 0 —1 8 3 5
0 -2 14+4s 6 12-s 0 0 -2+s 0 2-s

Cazyli jesli s = 2, to dim V' = 2, a w przeciwnym wypadku dim V = 3.

Przyjrzyjmy sie teraz bazie i wymiarowi W. Znajdzmy rozwigzanie ogdlne:
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Mamy wiec dwa przypadki: t = 1 it # 1. Rozwazmy je po kolei, niech ¢ = 1, wtedy rozwigzaniem ogdlnym
(jako niewiadome ustalone bierzemy x i x3) jest (3xe + x4, X2, 22 + Sy — X5, X4, x5), czyli dim W = 3,
a baza to (3,1,2,0,0),(1,0,5,1,0),(0,—1,0,1).
Jesli natomiast ¢ # 1, to mamy:
1 -3 0 -1 0 1 -3 0 -1 0 1 -3 0 -1 0
0 -2 1 -5 1 |Jwg-——] 0 -2 1 -5 1 |wg—w3| 0 -2 0 -5 1

00 ¢t-1 0 of|—"=klo 0o 1 0 o0 0 0 1 0 O

Wtedy rozwiazaniem ogdlnym (jako niewiadome ustalone bierzemy x1, x3 i x5) jest (3xa+x4, 2,0, x4, 202+
5x4), czyli wtedy dim W = 2 i baza to (3,1,0,0,2),(1,0,0,1,5).

Odpowiedzmy teraz na drugie pytanie — kiedy V = W. Po pierwsze warunkiem koniecznym aby tak bylo
jest, ze dim V = dim W, mamy wiec dwa przypadki:

o dmV = dimW = 2, czyli s = 2,t # 1, sprawdZzmy zatem, czy wektory bazowe z V spelniaja
réwnania opisujace W. Niestety nie, bo nie spelniaja réwnania z3 = 0, czyli w tym wypadku na
pewno V # W.

o dimV =dimW = 3, czyli s # 2,t = 1, sprawdZmy zatem, czy (ewentualnie dla jakiego s) wektory
bazowe z V spelniaja réwnania opisujace W:

— pierwszy wektor: (2,1, -1, -1, -2), 2-14+1-(=3)+(—1)-04+(—1)-(=1)+(—2)-0 = 2—3+0+1+0 =0
oraz 2-04+1-(=2)4+(=1)-14+(-1)-(-5)+(-2)-1=0—-2—-1+5—2 = 0, czyli pierwszy
wektor jest ok.

— drugi wektor: (0,—1,8,3,5) 0-1+(-1)-(-3)+8-0+3-(-1)+5-0 =3—-3 = 0 oraz
0-04+(-1)-(-2)+8-14+3-(=5)+5-1=248—15+5 =0, czyli drugi wektor tez jest ok.

— trzeci wektor: (0,0,-245,0,2—5)0-14+0-(-3)+(—2+5)-04+0-(—1)+(2—35)-0=0 oraz
0-04+0-(—2)+(—2+s)-14+0-(=5)+(2—5)-1=-24+5+2—5=0, czyli trzeci wektor tez
jest ok (nawet dla kazdego s).

Zatem odpowiedz brzmi V = W wtedy i tylko wtedy, gdy s #2it=1.
6. Niech V bedzie przestrzenia rozwiazan ukltadu réwnan:

r+y+z+it+tw=0
rT—y+z—t+w=0

Uzupelnié, o ile to mozliwe nastepujace uktady wektoréw do bazy calej przestrzeni R® wektorami naleza-
cymi do V.
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b) (1,2,3,-2,—4),(6,4,-5,—-4,-1),(3,—-2,—14,2,11).

W pierwszym podpunkcie nie mamy wyboru — potrzebujemy 3 wektordéw, wiec musimy dodaé cala baze
V (ktéra jest 3-wymiarowa). Wyjdzie z tego baza tylko i tylko wtedy, jesli zaden z zadanych wektoréw nie
lezy w przestrzeni V. Niestety — wektor (2,3, —6 — 3,4) € V| wigc uzupelnienie jest niemozliwe.

W drugim przypadku jest jeszcze gorzej, bo wszystkie 3 wektory leza w V', wiec uzupelnienie jest niemoz-
liwe.

. Opisa¢ ukladem réwnan liniowych przestrzenie:

a) lin((4,1,2,-3),(2,3,1,-9),(2,—1,1,3), (6,4, 3, —12)),
b) 1111((5, 179707 2)v (57 27 _27 57 _1)a (47 17 57 1a 1))

Pierwszy podpunkt — znajdujemy baze przestrzeni wspolczynnikéw szukanego ukladu, rozwiazujac uktad
rownan:
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Czyli rozwiazanie ogdlne to (ai,3a4,—2a1,a4) i wymiar wynosi 2, czyli beda dwa réwnania. Wektory
bazowe to (1,0,—2,0),(0,3,0,1), czyli to uklad réwnan to:

1 — 223 =039 +124 =0

No to drugi podpunkt — znajdujemy baze przestrzeni wspélczynnikéw szukanego ukladu, rozwigzujac
uklad réwnan (zapiszmy wspoélczynniki od kofica):
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Czyli rozwiazanie ogdlne (pamietamy, ze zapisaliSmy wspak) to (a1, az, as, —%al - %042 - %ag, —%al - %ag —
%ag), czyli wymiar wynosi 3 i przykladowa baza to (2,0,0, -3, -5), (0,2,0,—1,—1),(0,0,2, -1, —9), czyli
szukany ukltad réwnan to:

201 — 3x4 — 525 =0

2$2 — X4 — Ty = 0

21‘3—1‘4—91135 =0
. Poda¢ przyklad wektora o € {(x,y,2) € R3: z + 2y — z = 0}, ze uklad (2,1,3),(1,4,5),a jest baza
przestrzeni R3.

Baza przestrzeni zadanej réwnaniem jest (—2,1,0),(1,0,1) i jak tatwo sprawdzié¢ pierwszy z nich jest
niezalezny od dwéch danych w zadaniu, wiec moze pelnié¢ funkcje wektora a.



9.

10.

(-) Czy istnieje taki wektor 8 € 1in((3,5,8), (—1,3,2)), ze uklad (2,1,3),(1,4,5), 8 jest baza przestrzeni
R3? Jedli tak to podaé taki wektor f3.

Nie istnieje, bo jak latwo zauwazy¢: (3,8,5) = (2,1,3) + (1,4,5) i (—1,3,2) = (1,4,5) — (2,1, 3), a wiec
lin((3,5,8),(—1,3,2)) i1lin((2,1, 3), (1,4, 5)) to ta sama plaszczyzna.

(%) Nad cialem liczb rzeczywistych rozpatrzmy czterowymiarowa przestrzen linowa wyrazen H = {a +
bi + ¢j + dk: a,b,c,d € R}. Na tej przestrzeni mozna zadaé¢ operacje mnozenia wektoréw postulujac
2=42=k=—-1lorazij =k = —ji, ki = j = —ik i jk = i = —kj. Tak zdefiniowana struktura
nazywana jest struktura kwaternionow.

a) Znajdz wszystkie v € H takie ze dla kazdego w € H, vw = wv.
Ten zbiér to po prostu R (czyli {a + bi +c¢j+dk € H: b = ¢ = d = 0}). Rzeczywiscie kazda
liczba rzeczywista ma te wlasnosé. W druga strone, niech v = a + bi + ¢j + dk ma badang wtasnosé.
Wtedy vi = iv, czyli 0 = iv — vi = 2cij + 2dik = 2ck — 2dj, co implikuje, ze ¢ = d = 0. Podobnie
0 = jv —vj = 2djk + 2bji = 2di — 2bk, zatem rowniez b = 0.

b) Sprawdz ile jest w tej strukturze pierwiastkéw z —1, czyli wektoréw v € H, takich ze vvo = —1. Jaka
powierzchnie w przestrzeni czterowymiarowej opisuje réwnanie vv = —17
Zauwazmy, ze v> = (a + bi + ¢j + dk)? = a® — b? — ¢ — d? + 2abi + 2acj + 2adk. Zatem, aby v? = —1
musi zachodzi¢:

a? - -2 -d>=-1
2ab =0
2ac =0
2ad =0

Trzy ostatnie rownania implikuja ¢ = 0 lub b = ¢ = d = 0, z czego je$li b = ¢ = d = 0 dostajemy
sprzecznoéé w pierwszym réwnaniu. Zatem a = 0 i b + ¢ + d? = 1, co opisuje sfere o promieniu jeden
w tréjwymiarowej podprzestrzeni lin((0,1,0,0), (0,0,1,0),(0,0,0,1)) C R*.



