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1. Niech W;, W5 beda podprzestrzeniami przestrzeni V nad cialem K. Wykazaé, ze zbior W1 N Ws jest
podprzestrzenia przestrzeni V.

Rzeczywiscie, dla v,w € W1 NWs mamy v+w € Wi oraz v+w € Wa, a wiec v+w € Wy NWs,. Podobnie,
jesli @ € K oraz v € Wy N Wa, to av € Wi oraz av € W, a wiec av € Wi N Wa.

2. Dana jest w przestrzeni R? podprzestrzen W = {(z1, 22, 73,74): ¥1 — 222 — 323 — 24 = 0}.

a) ZnajdZ baze i wymiar podprzestrzeni W.

b) Uzupelnij znaleziona baze do bazy calej przestrzeni R*.

c¢) Oblicz w znalezionej bazie R* wspétrzedne wektora (2,0, 1, 8)

Oczywiscie rozwiazaniem podanego réwnania na W jest 1 = 2x9 + 323 + x4, a zatem rozwiazanie ogdlne
to (2zo + 3x3 + 4,22, x3,x4). A zatem baza to (2,1,0,0),(3,0,1,0),(1,0,0,1), a dim W = 3.

Widaé, ze dodanie do tej bazy wektora (1,0,0,0) powoduje, ze bardzo latwo macierz z tymi wektorami
w wierszach sprowadzi¢ do postaci schodkowej, a zatem (2,1,0,0),(3,0,1,0),(1,0,0,1),(1,0,0,0) to baza
R%.

Obliczamy wspoélrzedne wektora (2,0, 1, 8) rozwiazujac uklad réwnan:
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A zatem wspoélrzedne tego wektora to 0, 1,8, —9 i rzeczywiscie (2,0,1,8) =0-(2,1,0,0) +1-(3,0,1,0) +
8(1,0,0,1) — 9(1,0,0,0).

3. Dodatkowo dana jest przestrzen
Vi =1lin((1,1,1,-4),(-1,t,—t — 2,t + 5), (1,1, 3,—-10), (0,0,0, |t| — 1)).
Rozstrzygnij:

a) dla jakich wartosci t € R, V; C W (kazdy wektor przestrzeni V; jest w przestrzeni W)?
b) a dla jakich wartosci t € R, V, = W?



Znajdzmy teraz baze Vi:
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I juz widaé, ze jesli t # 1,—1 to dimV = 4. Jedli t = 1, to dimV = 3, za$ jedli t = —1, to w ogdble
dimV = 2.

A zatem V; C W moze sie zdarzy¢ tylko jesli t = 1 lub ¢ = —1. Sprawdzmy, czy te wektory spelniaja
réwnanie na W:
e (1,1,1,—4) spelnia
e (0,0,2,—6) spelnia
e (0,t+1,—t—1,t+ 1) spelnia niezaleznie od t,
e (0,0,0,]t| — 1) spelniadlat=1lub t = —1.
A zatem V; C W wtedy i tylko wtedy, gdy t =1 lub t = —1.
Aby V; = W dodatkowo musza si¢ zgadzaé wymiary, a wiec ta réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
=1.
. Znalez¢ baze i wymiar podprzestrzeni przestrzeni R® rozpietej na wektorach (1,1, —1,2,1),(2,2, —3,5,2),
(3,3,—4,7,3). Nastepnie znalezé uklad réwnan jednorodnych opisujacy te podprzestrzen.
Znajdujemy baze:
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A zatem baza to (1,1,—1,2,1),(0,0,—1,1,0), a wymiar badanej podprzestrzeni to 2. Kontynuujemy tym
razem rozwiazywanie ukladu réwnan na wspétczynniki szukanego uktadu réwnan:
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A zatem rozwiazanie ogdlne to a = —b—d —e, c = d, czyli w postaci parametrycznej: (—b—d—e, b, d,d,e).
A zatem baza przestrzeni wspdlczynnikéw to (—1,1,0,0,0),(-1,0,1,1,0),(—1,0,0,0,1) a zatem odpo-
wiadajacy jej szukany uklad réwnan to:

—r+y=0
—z+z+t=0
—z+w=20

. Niech K bedzie cialem oraz niech fi,... fi, € F(X, K) dla pewnego zbioru X. Wykazaé, ze uklad fi,..., fi
jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja x1, ...,z € X, ze uktad wektoréw vy, ... v, taki
ze v; = (fi(x;), fa(4), ..., fu(x;)) dlai € {1,...,k}, jest liniowo niezalezny w K*.

Whpierw pokazemy, ze jesli M € My, (R) to wektory bedace wierszami tej macierzy stanowia uklad linio-
wo niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy wektory bedace kolumnami tej macierzy stanowia uktad liniowo
niezalezny. Ze wzgledu na symetrie sytuacji wystarczy pokaza¢ jedna z implikacji. Zalézmy zatem, ze
wiersze sa liniowo niezalezne. Dazac ku sprzecznosci zalézmy réwniez, ze mnozac kolumny tej macierzy
przez odpowiednio wspdlczynniki ay, ..., ax (z czego nie wszystkie a; sa zerowe) dostaniemy wektor zero-
wy. Po sprowadzeniu macierzy do postaci schodkowej nie zobaczymy wiersza zerowego, a wiec w kazdej
kolumnie znajdzie sie schodek. Wynik kombinacji tych kolumn ze wspdétczynnikami aq, ..., ar nie zmieni
sie¢ w wyniku kombinacji na wierszach, czyli nadal wyniesie zero, co stanowi sprzecznosé.

Ustalmy z1,...z,. Rozpatrujac macierz, w ktére] w i-tej kolumny w j-tym wierszu wpiszemy f;(z;)
widzimy, ze wektory postaci v; sa liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy liniowo niezalezne sa wektory



w; = (fi(x1),..., fi(zr)) dlai =1,...k sa liniowo niezalezne. Mamy tez, ze fi,..., fr sa liniowo zalezne
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieja aq,. .., ag, nie wszystkie zerowe, ze dla kazdego =z € X, a1 fi(x) + ...+

ak fr(x) = 0, a zatem dla dowolnych 1, ..., zk, arwi + ... + apwg, = 0.
W druga strone, jesli f; sa liniowo niezalezne, to dla kazdych ag, ..., ax, nie wszystkich zerowych istnieje x,
ze ay fi(x)+...4+ak fr(x) # 0. Wobec tego istnieja x1, . . ., Tp, ze w; sa liniowo niezalezne. Prosty argument

indukcyjny wystarcza do uzasadnienia tego faktu. Rzeczywiscie dla k = 1 wystarczy wziaé x; takie, ze
fi(x1) # 0. Zakladajac, ze wybraliémy z1,...,x;, niech z;11 bedzie taki, ze fi11(x41) # a1fi(x1) +
.+ afi(zy), gdzie ay,. .., a; sa takie, ze dla kazdego 1 < j < I, fiyi(z;) = a1 fi(z;) + ... + arfi(z;),
gdzie ay,...,a; istnieja i sa jednoznacznie wyznaczone, bo (f;(x1),..., fi(z;)) sa liniowo niezalezne (a
wiec sg baza K') na mocy zalozenia indukcyjnego, a zatem z;,1 tez istnieje skoro fi,..., fi41 sa liniowo
niezalezne. Dostajemy, ze (fi(z1),..., fi(x1), fi(zi+1) sa liniowo niezalezne, co konczy krok indukeyjny.



