Geometria z algebrg liniowg I, 2019/2020
¢wiczenia 1. — rozwigzania

3 lub 4 pazdziernika 2019

1. Ktory z nastepujacych ukladéw jest jednorodny, ktéry sprzeczny, a ktéry ma jednoznaczne rozwiazanie

(jest oznaczony)?
201 — 19 = 1
U - Tl — T2 ’
x1 + 209 =8

1+ 209+ 43+ 24 =0
UQZ 73I1 +I2+31‘3+5I4:O 5
5$1+2$2+7$3:0

X1 — Tg + T3 = 2
209 —x3 =8
U : 2 3 7
—x1+ 22 —23=0
—x1 + 8xo + Txg = —4
U4IIL’1+2£L’2*ZL’3+IL’4:5.

U nie jest jednorodny, nie jest sprzeczny i jest oznaczony (jedyne rozwiazanie to 2, 3).
Us jest jednorodny, nie jest sprzeczny i nie jest oznaczony (za malo réwnan by mial szanse by¢).
Us; nie jest jednorodny, i jest sprzeczny (sprzeczno$é stanowia 1. i 3. réwnania).
Uy nie jest ani jednorodny, ani sprzeczny, ani oznaczony.

2. Ktére z ciagéw (—1,1,1,-1),(2,3,1,4),(4,-3,2,1), (4,0, -3, %) sg rozwigzaniami ponizszego uktadu row-

nan?
3x1 + 220 +4x3 4+ 224 =1
Tx1+ 522 + 923 + 424 = 3
51 —3x9 + Trs+4x4 =1
(=1,1,1,—1) nie spelnia 3. réwnania, (2,3,1,4) nie spelnia 1., (4,—3,2,1) nie spelnia 3, a ostatnie jest

rozwiazaniem.

3. Znalez¢ rozwiazanie ogélne ponizszego ukladu réwnan.

1+ 3x9 + 23+ 514 =2
2@y + Txo + 923 4+ 204 =4
41 + 1329 + 11lz3 + 12204 = 8

1 3 1 5|2 1 3 1 5 |2 1 3 1 5 |2
2 7 9 2|4 |wy—2w,w3—4w; | 0 1 7 —8|0 |wg—2wy| 0 1 7 =810
4 13 11 12|38 01 7 8|0 | 0 0 0 0160
1 0 —20 29 |2
w1—3w2 0 1 7 -8 10 s
0 0 O 0|0 |

1 =2+ 2023 — 2914

, w formie sparametryzowanej: (2 + 20x3 —
To = —Txg + 8xy

czyli rozwiazaniem ogllnym jest {

2924, —Txs + 8xy, T3, 14).



4. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne ponizszego ukladu réwnan.

201 —x9 +x3 + 224 + 315 = 2
6x1 — 3x2 + 223 + 4x4 + Hrs = 3
6x1 — 3x9 +4x3 + 8x4 + 1325 =9
4r1 — 229 + 23+ x4 + 225 =1

2 -1 1 2 312 2 -1 1 2 3|2
6 -3 2 4 5|3 0 0 -1 -2 —-4|-3
6 -3 4 8 13 |9 |W2TBwuwsZdwiwam2w) g 9y | g
4 -2 1 1 2|1 0 0 -1 -3 —4|-3
2 -1 1 2 312 2 -1 1 2 312
on— s —wy | 00 SL =2 =4 =3 100 -1 =2 4] -3
3 227210 0 0 0 010 3 410 o0 0o -1 010
0 0 0 -1 010 00 0 0 010
2 -1 0 0 —1]-1 1 3500 F
ws - (—=1), w1 + wa,ws - (—1) 0 0 1 2 4 3 wo — 2ws3, W 1 0 0 10 4
3 P12 T2 0 0 01 010 2 HT5 010 0 01 0
0 0 00 010 0 0 00 0
1= F + 572+ 325
czyli rozwigzaniem ogdlnym jest: < x3 = 3 — 4xs , czyli w postaci sparametryzowanej:
Ty =

(5 + S22 + 2w5,20,3 — 4a5, 0, 25).
5. Dla jakich t € R ciag (1,¢,3,2t) jest rozwiazaniem ponizszego ukladu réwnan?

3r1+2x9 +x3—24 =06
201 4+ 5x9 — 33 — 224 =5
T, — 4x9 + Sx3z + 224 = 16

Podstawiamy i mamy:
3+2t+3—-2t=6
245t—9—4t=5 ,
1—-4t+15+4t =16

czyli:
6=06
t=12 ,
16 = 16

a wiec jest to rozwiazanie tylko i tylko wtedy, gdy t = 12.

6. Dla jakich s € R uktad réwnan:
T + 229 + 223 + 34 = 2
3x1+ 9522 +4x3+8x4 =7
T, + 3w +4x3 +4x4 = 5

jest niesprzeczny?

1 2 2 3 2 1 2 2 3 2
3 5 4 8 7 |wy— 3wy, w3 — wy 0o -1 -2 -1 1 w3 + wo
1 3 4 4 s 0 1 2 1 s—2

1 2 2 3 2
0o -1 -2 -1 1
0 O 0 0 s—-1

Co oznacza, ze uktad jest niesprzeczny tylko i tylko wtedy, gdy s = 1.
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7. Niech w(z) bedzie wielomianem 3. stopnia speliajacym warunki: w(0) = —1,w(1) = 3,w(2) = 7,w(-1) =

10.

—5. Znalezé wspolezynniki wielomianu w(z).
Niech w(z) = ax® + bx? + cx + d. Z pierwszej tozsamoéci wiadomo, ze d = —1. Pozostale réwnoéci daja
nam nastepujacy uktad réwnan:

a+b+c=4
8a+4b+2¢c=8
—a+b—c=-4

ktory to uklad tatwo rozwiazaé dostajac a = 0,b = 0,c¢ = 4, czyli mamy do czynienia z wielomianem
4x — 1.

. Trzech braci Antoni, Bonifacy i Cezary maja w sumie 100 lat, a 10 lat temu zachodzila sytuacja, ze

Antoni miat tyle lat, co suma wieku Bonifacego i polowa wieku Cezarego. Czy mozliwe jest, ze suma
czterokrotnosci wieku Antoniego sprzed 25 lat i wieku Cezarego obecnie wynosi¢ bedzie rowniez 100 lat?
Sprowadza sie to do sprawdzenia, czy uktad:

a+b+c=100
2a —2b—c=-10
4a + ¢ = 200

jest niesprzeczny. A sprzeczny jest.

. Czy istnieje tréjmian kwadratowy w(x) przyjmujacy wartodci: w(—2) = 2,w(3) = 10 posiadajacy oba

pierwiastki rzeczywiste, ktorych iloczyn wynosi —37

Zakladajac, ze nasz tréjmian to ax? + bx + ¢, te trzy informacje daja uklad réwnan:

4a —2b+c=2
9a +3b+c=10
3a+c=0

Zapisujemy macierz ukladu, dla uproszczenia rachunkéow kolumny w kolejnoéci ¢, a, b i sprowadzamy do
postaci schodkowej zredukowane;j:

1 4 =22 1 4 =2 2 1 4 =2 2
19 3 |10 |wy—wi,wg—wy | 0 5 5 8 wo —wz | 0 =1 2 | =2 | wz + dws
1 3 010 0o -1 2 |-=2 0 5 ) 8
1 4 -2 2 1 1 4 -2 2
0 -1 2 —2 | ws3 B,wg . (—1) 0 1 -2 2 wy + 2ws, wo + 2ws3
0 0 15|-2 00 1]|-%
1 4 0] 2% 10 0=
% - %
01 0] % wy—4wy [ 0 1 0] 3
2 — 2
00 1|—5% 00 1|5
. e s . e e 26 .2 2 26
A zatem taki trojmian istnieje i jest to BT — 5T — %

(x) Rozwazmy wielomian w(z) = 2* + az® + bx? + cx + d, w ktérym wspotezynniki a, b, ¢, d sa liczbami
wymiernymi. Wiadomo, ze w(v/2) = v/2 oraz w(v/3) = v/3. Wyznaczy¢ wspolezynniki tego wielomianu.
Podstawiajac V2 oraz V3 dostaje V2=4+2av/2+2+cvV2+doraz V3=9+3avV3+3b+cV/3+d A
zatem: v/2(1—2a—c) = 4+2b+d oraz v/3(1 —3a—c) = 9+3b+d. Jedli jednak 1—2a —c # 0, to otrzymuje,
7e \/2 jest liczbg wymierna. A zatem 2a + ¢ = 1. Podobnie 3a + ¢ = 1. W takim razie 4 4+ 2b + d = 0 oraz
94 3b+ d =0, czyli dostaje nastepujacy uklad réwnan i go rozwiazuje (zapisujac w kolejnosci d, ¢, b, a):

102 0]-4 102 0]-4
103 0]-9 001 0|-5
001 0 2|1 |WR-WuWa—Wsl g j o 9| § |WLz2wws—2uy
010 3|1 000 1|0



100 0] 6 1
001 0|5 0
01 0 0|1 [“22%|y
000 1|0 0

A zatem poszukiwany wielomian to w(z) = z* — 522 + z + 6.

OO = O

o= OO
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