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Szybkie przypomnienie z wykladu

Prezentacja multimedialna do wyktadu.

Permutacje, kombinacje, wariacje

Permutacje to liczenie liczby mozliwych ustawien kolejnosci jakiegos zbioru elementow. Ele-
menty zbioru n-elementowego mozna ustawi¢ w n-elementowe ciagi elementéw (bez powtorzen)
na n! sposobéw, gdzie n!=1-...n.

Wariacje bez powtdérzen to nieco bardziej ogélne zadanie. Ze zbioru n-elementowego
wybieramy k-elementowe ciagi (bez powtodrzen). Mozna to zrobié¢ na:

n!

Vizn-(n-1)-...-(n-k+1) = o

Sposobow.
Wariacje z powtérzeniami to wybor ze zbioru n-elementowego k-elementowego ciggu, w
ktorym elementy moga sie powtarzac¢. Mozna wiec to zrobié¢ na

Wk =nk

n

sposobow.
Kombinacje bez powtdrzen to wybor ze zbioru n-elementowego k-elementowego pod-
zbioru (a wiec bez powtoérzen i nie liczy sie kolejnosé elementéw). Latwo zauwazyé, ze

Ck. .kl =VE,
gdzie CF to liczba kombinacji bez powtorzen. A zatem

Ck_v_ﬁ_n-(n—l)-...-(n—k+1)_ n! _(n)
LT k! S (n-k) K \E)

To ostatnie oznaczenie jest nazywane symbolem Newtona.
W konicu kombinacje z powtdérzeniami to zadanie wyboru ze zbioru n-elementowego ko-
lekcji k-elementowej, w ktorej jednak elementy moga mie¢ krotnosci (ale nie liczy sie kolejnosé).
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Jest to réwnowazne zadaniu polegajacym umieszczeniu k elementéw w n pudtach. Doszlismy
do wniosku, ze mozna to zrobi¢ na

Kk_(n+k—1)
"\ n-1

Sposobow.
Podsumowujac mamy, co nastepuje

wariacje (kolejnosé) | kombinacje (bez kolejnosci)
bez powtorzen VE=nl/(n-k)! Ck=(})
z powtorzeniami Wk =nk Kk = (";]Zl)

Troéjkat Paskala

Opowiadajac bajke o stadzie n malp wybierajaca k-osobowa ekipe do poszukiwania nowego
zerowiska, udowodnilismy, ze
(-G ()
= + )
k k-1 k
7 tego faktu oraz z tego, ze dla kazdego n,
(0)-()-
0 n

wynika, ze symbole Newtowna ( k) mozna przedstawi¢ w ponizszym tréjkacie, zwanym trojka-
tem Pascala, w ktorym kazdy element jest suma elementéw nad nim i nad nim na lewo.

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
n=0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6 1
n="7 1 7 21 35 35 21 7 1

Przy okazji udowodnilismy, ze dla kazdego n,

(0 () ()=

Zasada szufladkowa Dirichleta

Bardzo prosty fakt kombinatoryczny, a jednak o niesamowitej liczbie zastosowan w dowodach
wcale niebanalnych matematycznych faktow sformutowaliSmy nastepujaco: jesli n matp Spi na
k drzewach, oraz k <n to na co najmniej jednym drzewie Spig co najmniej dwie malpy.



Zadania tatwe

1. Oblicz:

(8) (2018) (2018) (9) (2018)
37V 0 '\ 1 ))\5)7\2018)°

2. Okresl, czy w nastepujacym zadaniu mowa o wariacjach, czy o kombinacjach, z czy bez
powtdrzen oraz oblicz. Ile réznych piecio-literowych stoéw (tez bez sensu) mozna utworzyé
z liter wyrazenia AGRESYWNA MALPA,

a) jesli kazdej litery mozemy uzy¢ wielokrotnie?
b) jesli kazde stworzone stowo musi sie sktadaé¢ z réznych liter?

3. Okresl, czy w nastepujacym zadaniu mowa o wariacjach, czy o kombinacjach, z czy bez
powtérzen oraz oblicz. Z kazdego stowa, o ktorym mowa w poprzednim zadaniu w pod-
punkcie a) tworzymy statystyke o tym ile i jakich liter w nim wystepuje.

a) lIle réznych statystyk mozemy dostac?
b) A ile mozemy dosta¢ statystyk, jesli kazde stworzone stowo musiato si¢ sktadaé z

roznych liter?

4. Okresl, czy w nastepujacym zadaniu mowa o wariacjach, czy o kombinacjach, z czy bez
powtorzen oraz oblicz.

a) Pie¢ nierozréznialnych malp siedzi na 8-miu kolejnych drzewach. Ile takich sytuacji
istnieje?
b) a ile sytuacji zaobserwuje wytrawny biolog, ktéry bedzie potrafit rozrézni¢ wszystkie

maltpy?

5. W czesdci z zadan na tej lidcie, ale tez w dalszej czesci naszych zaje¢ bedziemy uzywac
notacji sumy Y. zrecznie zastepujaca +...+. Na przyktad:
2018
> 2-i2=2-12+2-22+ ... +2-2018%

i=1

Aby zapoznacé sie z tg notacja, oblicz nastepujace sumy:

g(iQ +1),
()

6. Niech A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Ile jest podzbioréw zbioru A? Ile jest cztero-elemen-
towych podzbioréw zbioru A? Ile jest cztero-elementowych pobzbioréw zbioru A, sktada-
jacych sie z trzech liczb nieparzystych i jednej parzystej?



7. Druzyna pitkarska Legii Warszawa 4 marca 2018 roku rozegra mecz z Lechem Poznan,

10.

11.

12.

13.

14.

15.

trener ma do dyspozycji 30 zawodnikéw. Na ile sposobéw moze wybra¢ druzyne wyjsciowa
sktadajaca sie z 11 zawodnikéw? A ile bedzie mozliwosci jesli dodatkowo zatozymy, ze
ma do dyspozycji 3 bramkarzy, 10 obroncow, 10 pomocnikow oraz 7 napastnikow i gra
ustawieniem: 1 -4 -4 - 27

. Rozwin wyrazenia

(a+b)?

oraz

(a+b)*

oraz porownaj wyniki z liczbami z tréjkata Pascala. Czy jestes w stanie na tej podstawie
sformutowaé swoje przewidywania na temat kolejnych poteg? Sformutowatas/es prawdo-
podobnie wzér dwumianowy Newtona!

. Poshugujac sie spostrzezeniami z poprzedniego zadania, rozwin:

(a+2b)4,
(a_b)Ga
(3a+1)°.

Mamy do wystania (w sumie) dwanascie identycznych listow, i musimy je wysta¢ do
czterech os6b. Na ile sposobéw mozna to zrobi¢? Na ile sposobéw mozna to zrobié¢ przy
zalozeniu, ze kazda osoba otrzyma co najmniej dwa listy?

Wskazowka: Kombinacje z powtorzeniams.

Udowodnij (opowiadajac historie), ze dla kazdych n,r, r <n,

()-(.2)
r) \n-r)
Sprawdz tez powyzszy wzor korzystajac z algebraicznej definicji symbolu Newtona.

Korzystajac z zasady szufladkowej Dirichleta, udowodnij, ze wsrdd trzech licz catkowitych
zawsze sg dwie, ktéry suma jest liczba parzysta.

Ile dzielnikéw ma liczba 60007
Wskazdéwka: 6000 = 243 - 53.

Udowodnij, ze dla kazdych k,r, k < r, zachodzi

() =00

Udowodnij, ze dla kazdych k,r, k < r, zachodzi

0f)A7)



Zadania troche mniej tatwe niz tatwe

. Ile mozna otrzymac¢ réznych mieszanek sktadajacych si¢ z 10 cukierkow, jesli mamy do
dyspozycji 4 rodzaje cukierkow w nieograniczonych ilosciach?

. Udowodnij, korzystajac z algebraicznej definicji symbolu Newtona, ze dla kazdego n, k,
k<n,
() -()- (")
= + )
k k-1 k
. Udowodnij prawidtowos¢ sformutowang w zadaniu [§| z zadan tatwych.

Wskazéwka: Napiszmy (a+b)"™ = (a+b)-.. .-(a+b). Chege otrzymaé wyraz akbv"*
wybieram k razy a z wyrazenia (a +b).

PTZY WYMnNazaniu

. Udowodnij, korzystajac ze wzoru dwumianowego (patrz poprzednie zadanie), ze dla kaz-

(-

Wskazowka: Niech a =b=1.

. Czemu jest rowne 11%? Dlaczego ta liczba jest latwa do wyliczenia dla osoby, ktora zna
wzOr dwumianowy Newtona?

. Rozwaz, ile wynosi

Czy jestes w stanie policzy¢, ile wynosi

oraz
2018

> a7
=0

Wskazowka: Polgcz w pary elementy tych sum: pierwszy z ostatnim, drugi z przedostatnim, itd.

. Czy jestes w stanie poda¢ wzor dziatajacy dla kazdego n, na

Wskazowka: Polgcz elementy tej sumy w pary: 0+n, 1+ (n—1), etec. Aby policzyé ile bedzie
takich par, i czy zostanie co$ bez pary rozwaz przypadek n parzystego oraz n nieparzystego.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Udowodnij, opowiadajac historie, ze dla kazdych r,m, k takich, ze m <r, k < m, mamy

()C)- GG

. Udowodnij, zastanawiajac si¢ nad kombinatorycznymi aspektami, ze dla kazdego n,

() ) ()

Wskazowka: Ile jest podzbioréw zbioru n-elementowego?
Udowodnij, opowiadajac historie, ze dla kazdych r, s, m,n takich, ze r + s > m + n mamy

N N (R R e
m+k)\n-k) \m+n)

k=max(-m,n—s)

Udowodnij, nic nie liczac, ze

"(n
k=mn-2"1
% (1)

Wskazéwka: Samiec alpha stada n malp wybiera malpy, ktére péjdg szukaé bananéw — oraz
przywodce tej ekipy.

Udowodnij, nic nie liczac, ze
3 (Z) (k=1)=n(n—-1)-272,

Wskazowka: Zmodyfikuj dowod z poprzedniego zadania.

Ile liczb ze zbioru {1,2,...,99999} ma taka wlasnosé, ze suma ich cyfr wynosi 77
Wskazowka: Mamy siedem jednosci i musimy te jednosci rozdzieli¢ w dowolny sposob na 5 moz-
liwych pozycji cyfr w liczbie.

Na ile sposob6éw mozna umiesci¢ 14 kul w 3 pudetkach, ale tak, by w co najmniej jednym
z nich byto co najmniej 8 kul?

a) Zaléz, ze kule sa nierozréznialne (sa takie same), natomiast pudetka sa (np. sa ponu-
merowane).

b) Zaloz, ze zaréwno kule, jak i pudetka sa nierozréznialne.
Wskazowka: Zauwaz, zZe w dokladnie jednym pudetku bedzie co najmniej 8 kul. Wiec to pu-
detko jest wyrdinione. Ustalmy, Ze poza tymi oSmioma, wlozymy do niego jeszcze k kul. Ile
jest sposobéw podziatu pozostatych 6 — k kul na dwa pudelka (rozwaz parzystosé k).

Na ile sposob6éw mozna umiesci¢ 14 kul w 3 pudetkach, ale tak, by w co najmniej jednym
z nich byto nie wigcej niz 7 kul?
Wskazowka: Zastosuj wynik z poprzedniego zadania.



. Niech A bedzie pewnym dziesiecio-elementowym podzbiorem zbioru {1,...,50}. Udowod-
nij, ze istnieja dwa rézne piecio-elementowe podzbiory A o takiej samej sumie elementow.
Wskazowka: Policz liczbe moZliwych piecioelementowych podzbioréw oraz liczbe mozliwych sum
ich elementow i skorzystaj z zasady szufladkowej Dirichleta.

. Oblicz

dla dowolnego n.

. Oblicz

dla dowolnego n.

. Oblicz

swha. oy —L A, B
Wskazowka: Zapisz R W postact -+ 77

. Oblicz
2018 1

,;1 (k+1)(k+3)
Wskazowka: Patrz poprzednie zadanie.

. Oblicz

2018 1

,; k(k+3)(k+4)

Wskazowka: Patrz poprzednie zadanie.

. Udowodnij, ze nie mozna umiesci¢ na trojkacie rownobocznym o boku 2 pieciu punk-
tow, takich, ze dystans miedzy dowolnymi dwoma punktami jest zawsze wickszy od 1.
Skorzystaj z zasady szufladkowej Dirichleta.

. Udowodnij, nic nie liczac, ze

Ky =Y Ky,

1=0

Zadania trudniejsze
. Udowodnij, ze dla kazdego n,
> (") -0
r=0 r
Wskazowka: Zastosuj wzor dwumianowy Newtona.

. Udowodnij, ze dla kazdego n,

()

r=0
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3. Udowodnij, ze dla kazdego m,n, m < n zachodzi

2 ()53

k=m

Wskazowka: Zastanow sie nad sposobami wyboru m+ 1-elementowych podzbiorow ze zbioru n+1-
elementowego. Podziel te mozliwe podzbiory ze wzgledu na najwiekszy element.

4. lle jest liczb pomiedzy 0, a 999, ktérych suma cyfr jest réwna 207
Wskazowka: Przyjrzyj sie zadaniu z zadan troche mniej tatwych niz latwe, ale pamietaj, ze
liczby 10,11, ... nie sq cyframi! Dlatego przeanalizuj tez zadanie[1 z zadari troche mniej latwych
niz tatwe.

5. Niech p bedzie liczbg naturalng, a a4, ..., a, dowolnym ciggiem p liczb catkowitych. Udo-
wodnij, ze suma pewnych z liczb a4, ..., a, jest wielokrotnoscig liczby p.
Wskazowka: Zastosuj zasade szufladkowq Dirichleta. Rozwaz reszty z dzielenia przez p liczb ze
zbioru:
{0,@1,@1 +a2,...,a1+a2+...+ap}.

6. Ciag Fibonacci’ego (f,) zdefiniowany jest nastepujaco: fo = 0, f1 = 1, oraz dla kazdego
n >0, fo1 = fo+ fuo1. Udowodnij, ze dla kazdego n,

7. Oblicz

2018 1
1;1 \/E+\/k:+1‘

P . 1 . . . . . .. L. .
Wskazowka: Zapisz —=——— jako rézinice dwoch utamkow. W tym celu najpierw przemnoz licznik
. i . p \/E‘F\/ k‘+1 ] . . @ y ]p p
1 mianownik przez pewne wyrazenie.

8. Udowodnij nic nie liczac, ze dla kazdych n, k, k <n, zachodzi:
> (") - n_fl) (n - i)zi-l.
o\t -1 \k-1

Wskazowka: Pomysl o k-tym elemencie wybieranego zbioru.

9. Udowodnij nic nie liczac, ze dla kazdego n, zachodzi:

3 (2n - k)Qk o
k=0

n

Wskazowka: Zauwaz, Ze jesli wybieram zbior ze zbioru 2n-elementowego, to wybierany zbior
lub jego dopelnienie bedzie mieé¢ co najmniej n elementow. Nastepnie postepuj podobnie, jak w
poprzednim zadaniu.

Zadania inspirowane: [5], [4], [2], notatki i pomysty Michata Korcha, [I].
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