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Prezentacja multimedialna do wyktadu.

Zadania tatwe

1. Narysuj na kartce rysunek (dwuwymiarowy rzut) czterowymiarowej kostki, tak aby krawe-
dzie w kazdym z czterech kierunkéw byty narysowane innym kolorem. Policz wierzchotki,
krawedzie, Sciany dwuwymiarowe i $ciany trzywymiarowe. Znajdz na rysunku poszczegol-
ne sciany trzywymiarowe.

2. Zagraj z kolezanka/kolega w kotko i krzyzyk w szescianie 3 x 3 x 3. Kazde kétko i krzyzyk
bedzie zajmowaé¢ wnetrze szescianiku 1x1x1 (a wiec jest 9 takich pél). Wygrywa ten, kto
jako pierwszy bedzie mial 3 swoje znaki pionowo, poziomo, wgtab lub wzdtuz dowolne;j
przekatnej. Najtatwiej narysowac sobie 3 kwadraty 3 x 3 i uméwic sie, ze w rzeczywistosci
stoja jeden za drugim. Nastepnie sprobuj takiej rozgrywki w szescianie 4 x 4 x 4.

3. Niech bedzie dany szescian o boku lem. Na wyktadzie rozmawialiSmy o sferach: opisa-
nej na szescianie (przechodzacej przez jego wierzcholki) oraz wpisanej w szescian (czyli
stycznej do jego $cian). Przypomnij sobie ile wynosza promienie kazdej z tych sfer. Moz-
na jeszcze wyréznié trzecia sfere, ktéra jest styczna do krawedzi szeScianu (a wiec jest
pomiedzy tymi dwoma). Ile wynosi jej promien?

Wskazowka: Zauwwaz, Srodek tej sfery to srodek kwadratu lezgcego w potowie szescianu.

4. Jesli ab = ¢, to piszemy, ze b = log, c. Dla uproszczenia zapisu, jesli a = 2, to piszemy po
prostu lge, a jesli a = 10, to logc. Wylicz (zgadnij) bez uzywania komputera:

5. Udowodnij, ze a'°8«¢ = ¢, dla dowolnych liczb a i b.
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. Sprawdz, ze mozna pokry¢ szescian cegietkami (niezaleznie od tego, jak bardzo sa one
male) tak, zeby w jednym punkcie stykaly sie, co najwyzej cztery z nich (a wiec wymiar
pokryciowy sze$cianu wynosi 3). Wykonaj odpowiedni rysunek.

Zadania troche mniej tatwe niz tatwe

. Ile w kostce czterowymiarowej jest dtugich przekatnych (czyli takich, ktore nie naleza do
zadnej Sciany trzy-wymiarowej)? Zaznacz je na rysunku takiej kostki.

. Narysuj na kartce rysunek (dwuwymiarowy rzut) pieciowymiarowej kostki, tak aby kra-
wedzie w kazdym z pieciu kierunkéw byty narysowane innym kolorem. Policz wierzchot-
ki, krawedzie, $ciany dwuwymiarowe, $ciany trzywymiarowe i $ciany czterowymiarowe.
Sprawdz, czy Twdj wynik zgadza si¢ z wynikiem uzyskanym na wyktadzie.

. Zagraj z kolezanka /kolega w kotko i krzyzyk w czterowymiarowej kostce 3x3x3x 3. Kazde
kétko i krzyzyk bedzie zajmowaé mala kostke 1 x 1 x 1 x 1 (a wiec jest 27 takich pdl).
Wygrywa ten, kto jako pierwszy bedzie miat 3 swoje znaki pionowo, poziomo, wgtab, w
czwartym wymiarze lub wzdtuz dowolnej przekatnej. Najtatwiej narysowac¢ osobno kazdy
z kwadratow 3x 3 i umoéwic sie jak sa ustawione wewnatrz kostki. Nastepnie sprobuj takiej
rozgrywki w kostce 4 x 4 x 4 x 4. Patrz tez zadanie 2] z listy ,,Latwych”.

. Niech bedzie dana kostka czterowymiarowa o boku lem. Jakie sfery (w przestrzeni czte-
rowymiarowej) zwigzane z ta kostka potrafisz wyréznié¢? Ile wynosza ich promienie?
Wskazowka: Zastanéw sie nad promieniami nastepujgcych sfer: opisanej, czyli przechodzgcej
przez wierzcholki, stycznej do krawedzi, stycznej do $cian dwuwymiarowych oraz wpisanej, czyli
stycznej do Scian trzywymiarowych. Zauwaz, Ze ich Srednice pierwszych trzech z nich to przekgtne
odpowiednio: calej kostki, szescianu, kwadratu.

. Figurag dwuwymiarowa o najmniejszej mozliwej liczbie wierzchotkow jest trojkat. Figu-
ra trzywymiarows o najmniejszej liczbie $cian jest czworoscian. Czterowymiarowsg figure
o najmniejszej mozliwej liczbie trzywymiarowych Scian nazywamy czterowymiarowym
sympleksem. Sprobuj narysowaé czterowymiarowy sympleks (jego rzut na dwuwymiaro-
wa kartke). Ile ma wierzchotk6w? Ile ma krawedzi? Ile ma scian dwuwymiarowych, a ile
Scian trzywymiarowych?

Wskazowka: Taki sympleks ma w podstawie czworo$cian, a ,nad nig” (w sensie czwartego wy-
miaru) jeszcze jeden wierzcholek.

. Zenek, ktory mieszka w n-wymiarowym $wiecie kupil sobie pomarancze w ksztalcie kuli
(z jego n-wymiarowego swiata). Zauwazyl, ze skorka pomaranczy ma grubosé réwna 1/8
promienia kuli. Po obraniu zostato mu jednak tylko okoto 2/10 poczatkowej n-wymiarowej
objetosci pomaranczy. W ilu wymiarowym $wiecie mieszka Zenek?

Wskazowka: (7/8)™ ~ 2/10.

. Trojkat Sierpinskiego powstaje nastepujaco. Bierzemy tréjkat réwnoboczny i taczymy
srodki jego bokow. Usuwamy srodkowy z powstatych trojkatéw. W kazdym z pozostatych
trzech trojkatéw powtarzamy procedure (patrz rysunek). Trojkat Sierpinskiego to figura,
ktora pozostanie po wykonaniu nieskonczenie wielu krokow. Znajdz wymiar pokryciowy
i wymiar Hausdorffa (samopodobienstwa) tréjkata Sierpinskiego.

Wskazowka: ZnajdZ takie pokrycie cegietkami, zeby w kazdym punkcie stykaly sie co najwyzej



8.
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dwie. Trojkqt Sierpinskiego sktada sie z trzech swoich kopii o polowe mniejszych, wiec wymiar
Hausdorffa to logy 3. Uzyj komputera (np. WolframAlpha.com) do policzenia logarytmu.

Gruby zbior Cantora powstaje podobnie, jak standardowy zbiér Cantora, z tym ze za
kazdym razem, zamiast usuwaé srodkowa 1/3 odcinka, usuwam tylko srodkowa 1/2017-ta.
Znajdz wymiar Hausdorffa grubego zbioru Cantora.

Wskazowka: Wiec gruby zbior Cantora sklada sie ze swoich dwéch kopii, z ktorych kazda ma
dlugosé 1008/2017cm, jesli oryginal mial 1em. Zatem kopie te sq 2017/1008 razy mniejsza od
oryginalu.

Dywan Sierpinskiego powstaje nastepujaco. Bierzemy kwadrat i dzielimy go na 9 mniej-
szych. Usuwamy $rodkowy z nich, a w kazdym z pozostatych powtarzamy procedure (patrz
rysunek). Dywan Sierpiniskiego to figura, ktéra pozostanie po wykonaniu nieskonczenie
wielu krokéw. ZnajdZz wymiar pokryciowy i wymiar Hausdorffa (samopodobienstwa) dy-
wanu Sierpinskiego.

Krzywa Kocha powstaje nastepujaco. Bierzemy odcinek i dzielimy go na 3 réwne cze-
$ci. Srodkowy odcinek z nich zastepujemy przez dwa boki tréjkata réwnobocznego, ktory
jest na nim zbudowany i procedure powtarzamy dla kazdego z powstalych w ten spo-
séb czterech odcinkéw (patrz rysunek). Krzywa Kocha to krzywa, ktéra powstanie po
wykonaniu nieskoniczenie wielu krokéw. Znajdz wymiar pokryciowy i wymiar Hausdorffa
(samopodobienstwa) krzywej Kocha.
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11. Kostka Mengera powstaje nastepujaco. Bierzemy szescian i dzielimy go na 27 trzy razy
mniejszych. Usuwamy srodkowe rzadki tych szeScianikéw pionowo, poziomo i wglab (patrz
rysunek). W pozostalych szescianikach powtarzamy procedure. Kostka Mengera to figura,
ktéra pozostanie po wykonaniu nieskonczenie wielu krokow. Znajdz wymiar Hausdorffa
(samopodobienstwa) kostki Mengera.

Wskazowka: W pierwszym kroku usuniemy 7 szescianikow.

Zadania trudniejsze

1. Uzasadnij spostrzezenie, ktore poczynilismy na wyktadzie, i ktore mowi, ze m-wymiarowych
Scian n-wymiarowej kostki jest a + 2b, gdzie a to liczba $cian m — 1-wymiarowych w n — 1-
wymiarowej kostce, zas b to liczba scian m-wymiarowych w n — 1-wymiarowej kostce.
Wskazowka: Zanalizuj sposob tworzenia n-wymiarowej kostki, ktéry polega na narysowaniu dwoch
n — l-wymiarowych kostek przesunietych wzgledem siebie w n-tym wymiarze i narysowaniu po-
miedzy nimi krawedzi.



2. Na podstawie zadan |3| z listy ,fatwych” oraz 4| z listy ,/Troch¢ mniej tatwych niz ta-
twe”, sprébuj uogdlni¢ swoje spostrzezenia. Po pierwsze, zastanoéw si¢ jaka ma dtugosé
najdtuzsza przekatna w kostce n-wymiarowej o boku 1 cm. Po drugie, rozwaz jakie sfery
zwigzane sa z ta kostka. Jaki jest promien sfery stycznej do k-wymiarowych Scian kostki
n-wymiarowej o boku lem?

Wskazowka: Zauwaz, zZe $rednica tej sfery to przekgtna pewnej kostki. Ilu wymiarowe;j?

3. Narysuj sympleks pieciowymiarowy (patrz zadanie |5 z serii , Troche mniej tatwych niz
tatwe”). Ile ma poszczegdlnych wierzchotkow, krawedzi, $cian (dwu-, trzy- i czterowymia-
rowych)?

Wskazowka: Narysuj sympleks czterowymiarowy i dodaj jeszcze jeden wierzcholek przesuniety w
pigtym wymiarze.

4. Podréznik po wymiarach Alojzy ma szczegélne hobby. Najbardziej lubi podrézowaé po
sympleksach i to w taki sposob, zeby zacza¢ od wybranego wierzchotka i przej$é¢ po kolei
jego wszystkie krawedzie, ale tak by kazda z nich zwiedzi¢ tylko jednokrotnie. Oczywiscie
jest to mozliwe w przypadku dwuwymiarowego trojkata. Czy Alojzy moze przejsé taka
trase na czworoscianie? A na czterowymiarowym sympleksie? Co z pieciowymiarowym
sympleksem? Jaka regute obserwujesz? Sprébuj zastanowié sie, dlaczego jest prawdziwa.

5. Jesli przetniemy na pot w kazdym z dwoch wymiaréow kwadrat, otrzymamy cztery kwadra-

ty. Jesli przetniemy szescian na pét w kazdym z trzech jego wymiaréw, otrzymamy osiem
szescianikow. Ustyszata$/es na wykladzie, ze jesli przetniemy kostke Hilberta (kostke w
przestrzeni nieskonczenie wiele wymiarowej) na p6t w kazdym z wymiaréw, to rozpadnie
sie ona na tak wiele (oczywiscie nieskorniczenie wiele) czesci, ze nie da sie tych czesci za-
kwaterowa¢ w hotelu Hilberta. Udowodnij ten fakt.
Wskazowka: Kazdej czeSci mozemy nadaé kod w postaci nieskonczonego ciggu zer i jedynek,
w ktérym n-ta cyfra koduje, czy ta cze$é jest w lewej, czy prawej polowie wzgledem ciecia w
n-tym wymiarze. Dalej prowadzimy dowdd nie wprost, zaldozmy wiec, Ze udalo sie zakwatero-
waé te cze$ci do hotelu Hilberta, dysponujemy wiec listqg kodow cze$ci po kolei zakwaterowanych
do pokojow: zerowego, pierwszego, drugiego, itd. Sprobujmy teraz wygenerowac kod, kitérego na
pewno nie ma na tej liscie, bowiem jego pierwsza cyfra bedzie gwarantowaé Ze to nie jest kod z
zerowego pokoju, druga — Ze to nie jest kod z drugiego pokoju, itd. Jak to zrobi¢? Dlaczego to juz
sprzecznodé?

6. Czterowymiarowa kostka Mengera powstaje nastepujaco. Bierzemy czterowymiarowsg kost-
ke i dzielimy ja na 81 trzy razy mniejszych. Usuwamy srodkowe rzadki tych matych kostek
pionowo, poziomo, wgtab i w czwartym wymiarze (podobnie, jak w przypadku tréjwy-
miarowym, patrz zadanie [11| z listy , Troche mniej tatwych niz tatwe”). W pozostatych
kostkach powtarzamy procedure. Czterowymiarowa kostka Mengera to figura, ktéra po-
zostanie po wykonaniu nieskonczenie wielu krokéw. Znajdz wymiar Hausdorffa (samopo-
dobienstwa) czterowymiarowej kostki Mengera.

Wskazowka: W kazdym usuwanym rzgdku sqg 3 kostki, z czego ta srodkowa jest wspdlna dla
kazdego rzgdku. Ile w takim razie ich usuwamy? Ile zostaje?

Zadania inspirowane: [§], pomystami Michata Korcha.
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