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Prezentacja multimedialna do wyktadu 3.

Inwersja w pigulce

Inwersja to przeksztalcenie ptaszczyzny z punktem w nieskonczonosci. Inwersja wzgledem okre-
gu o o srodku w punkcie O i promieniu r mozna sobie wyobrazaé¢ jako ,symetrie” wzgledem
tego okregu w takim sensie, ze przeksztalca wnetrze tego okregu na zewnetrze i zewnetrze na
wnetrze. W szczegdlnosei (przez < mam na mysli, ze odpowiednie rzeczy na siebie przechodza
przy tej inwersji):

e punkt O < punkt w nieskonczonoéci,

dowolny punkt A na A’, gdzie A’ lezy na prostej OA oraz:
OA[-|OA"| =72,

e okrag jest zatem okregiem punktow statych,

e dowolna prosta przechodzaca przez O przechodzi na siebie (ale punkty na niej generalnie
nie sa state),

e okrag przechodzacy przez O < prosta nieprzechodzaca przez O,
e okrag nieprzechodzacy przez O < okrag nieprzechodzacy przez O,

e inwersja zachowuje katy.

Przeksztalcenie rzutowe w pigulce

Przeksztalcenie rzutowe to przeksztalcenie ptaszczyzny z prosta w nieskonczonosci. Chodzi o
to, ze wybieramy nowa prosta, ktéra bedzie w nieskonczonosci (a dawny horyzont bedzie teraz
zwyczajna prosta). Poste przechodza na proste, jesli jakies 3 przecinaly sie w jednym punkcie,
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to nadal tak jest (w szczegdlnosci, jesli jakie$ proste przecinaja sie na prostej, ktéra wyrzucamy
na horyzont, to po przeksztatceniu sa ,réwnolegte”). Pamietamy, ze dawne proste réwnolegle
przecinaja sie na prostej, ktora kiedys byta horyzontem. Jesli jakie§s 3 punkty lezaty na jednej
prostej, to nadal leza na jednej prostej. Przeksztatcenie rzutowe nie zachowuje oczywiscie katow
i odlegtodci.
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Zadania tatwe

. Jak w hotelu Hilberta (pokoje numerowane od zera) zakwaterowaé elementy nastepuja-

cych zbioréw?
e {1,2,3,4,...}
e Nu{r}
N {2014}
e zbior liczb parzystych.

. Narysuj okrag o promieniu 2cm oraz zaznacz dwa punkty: pierwszy — dowolny w odlegltosci

lem od $rodka okregu i drugi — dowolny w odlegtosci 8cm od srodka okregu. Przy pomocy
linijki z podziatka znajdz ich obrazy w inwersji wzgledem narysowanego okregu.
Wskazowka: |OA|-|OA'| = r?

. Narysuj okrag o oraz zaznacz punkt na tym okregu. Na co przejdzie ten okrag w inwersji

wzgledem okregu o $rodku w narysowanym punkcie (i dowolnym promieniu)?

. Narysuj dwie proste rownolegte do siebie oraz okrag styczny do obu tych prostych. Na-

szkicuj obraz tego rysunku w inwersji wzgledem narysowanego okregu.

. Naszkicuje dwie proste przecinajace sie w punkcie A oraz dowolny okrag wpisany w kat

tworzony przez te proste. Naszkicuj obraz tego rysunku w inwersji wzgledem narysowa-
nego okregu.

. Niech bedzie dany okrag o oraz okrag s styczny do o od wewnatrz i przechodzacy przez

srodek okregu o. Naszkicuj obraz tego rysunku w inwersji wzgledem okregu o oraz obraz
tego rysunku w inwersji wzgledem okregu s.

. Niech beda dane dwie proste rownolegte k i [ oraz prosta m przecinajaca je. Naszkicuj

ten rysunek po przeksztalceniu rzutowym w wyniku ktérego prosta m bedzie w nieskon-
€zonosci.

Wskazowka: Zacznij od ustalenia dowolnej prostej, ktéra bedzie dawnym horyzontem. Po prze-
ksztalceniu k @ | przecinajg sie na niej.

. Niech bedzie dany trojkat ABC'. Naszkicuj jego obraz po przeksztalceniu rzutowym, w

wyniku ktorego prosta réwnolegta do BC', a przechodzaca przez punkt A znajdzie sie w
nieskonczonosci.
Wskazowka: Proste AC i AB stang sie ,rownolegle”, bo przecinajg sie w jednym puncie w
nieskornczonosci.



Zadania troche mniej tatwe niz tatwe

. Jak w hotelu Hilberta (pokoje numerowane od zera) zakwaterowaé elementy nastepuja-
cych zbioréw?
o {—neN}={1,3,3,...}.

o { 1 :neN}uUN,

n+1

e liczby catkowite ({0,1,-1,2,-2,3,-3,4,-4,...}).

. Niech bedzie dany trojkat prostokatny ABC' o przeciwprostokatnej AB. Naszkicuj jego
obraz w inwersji wzgledem okregu na nim opisanego.
Wskazowka: Poniewaz kgt przy C jest prosty, AB jest Srednicg tego okregu.

. Narysuj obraz kwadratu w inwersji wzgledem okregu na nim opisanego.
Wskazowka: Pamietaj, Ze inwersja zachowuje kqty.

. Narysuj obraz kwadratu w inwersji wzgledem okregu w niego wpisanego.

. Okrag o0 jest styczny zewnetrznie do roztacznych okregéow o, i 04. Podobnie roztaczny z
01, okrag os jest styczny zewnetrznie do o9 i 04. Wykaz, ze te cztery punkty stycznosci
leza na jednym okregu.

Wskazowka: Rozwaz inwersje wzgledem jednego z punktow stycznosci (o dowolnym promieniu)
1 wykaz, zZe pozostale muszq leze¢ wtedy na jednej prostej.

. Niech bedzie dany okrag o o srodku w punkcie O oraz punkt A rézny od O oraz nie lezacy
na o. Przy pomocy cyrkla i linijki bez podzialtki skonstruuj obraz punktu A w inwersji
wzgledem okregu o.

Wskazowka: Wykorzystaj zadanie 3 z ,,Eatwych” z pierwszych éwiczen.

. Jak bedzie wyglada¢ roéwnolegltobok po przeksztalceniu rzutowym, w wyniku ktorego pro-
sta zawierajaca jeden z jego bokéw znajdzie sie w nieskonczonosci?

Wskazowka: Zaznacz najpierw dowolng prostq, ktora jest dawnym horyzontem. Jakie proste prze-
cinajg sie na niej w jednym punkcie?

. Jak bedzie wyglada¢ rownolegtobok po przeksztatceniu rzutowym, w wyniku ktérego
prosta zawierajaca jego przekatna znajdzie sie w nieskonczonosci?

. Naszkicuj ponizszy obrazek po przeksztalceniu rzutowym w wyniku ktérego prosta g
zostaje przeniesiona do nieskonczonosci.



10.

11.

Naszkicuj powyzszy obrazek po przeksztalceniu rzutowym w wyniku ktorego prosta f
zostaje przeniesiona do nieskonczonosci.

Niech bedg dane dwie nieréwnolegte proste przecinajace si¢ poza Twoja kartka oraz punkt
pomiedzy nimi. Korzystajac jedynie z linijki bez podziatki, wyznacz prosta, ktora prze-
chodzi przez dany punkt i przecina si¢ z danymi prostymi w jednym punkcie.
Wskazowka: Skorzystaj z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Desarguesa (patrz zadanie @ z
trudniejszych). Niech dwie dane proste to bedg proste AA’, CC', za$ dany punkt to niech bedzie
punkt B. Narysuj reszte rysunki po kolei tak, Zeby punkty przecie¢ AB z A'B’, BC z B'C’, AC
2z A'C" lezaly na jednej prostej. Wtedy BB’ to szukana prosta.

Zadania trudniejsze

Jak w hotelu Hilberta zakwaterowaé liczby wymierne (liczby postaci p/q, gdzie p,q sa
calkowite oraz ¢ # 0)?

Wskazowka: Rozpatrz nieskonczong tabelkq liczb wymiernych, w ktorych w wierszach zmienia
sie p, a w kolumnach q. Jakg trase po tej tabelce moze przej$é recepcjonista, zeby zakwaterowac
wszystkie liczby?

. W czworokacie ABC'D, okregi wpisane w trojkaty ABC i AC'D sg styczne ze soba. Wy-

kaz, ze punkty stycznosci tych okregdéw z bokami czworokata leza na jednym okregu.
Wskazowka: Rozwaz inwersje wzgledem punktéow stycznosci tych okregow (o dowolnym promie-
niu,).

. Rozwiaz nastepujace stynne zadanie Apoloniusza: skonstruuj okrag styczny do trzech da-

nych okregow, z ktérych dwa sg styczne zewnetrznie, a trzeci z nimi roztaczny.
Wskazowka: Wykonaj zadanie po przeksztalceniu wszystkiego przez inwersje wzgledem tego punk-
tu stycznosci. Powrdé do poprzedniej sytuacji korzystajac z zadania [f z serii ,Zadania troche
mniej tatwe niz tatwe”.

. Rozwiaz nastepujace stynne zadanie Apoloniusza w ogbélnym przypadku: skonstruuj okrag

styczny do trzech danych roztacznych okregéw okregow.
Wskazowka: Powieksz dwa z nich tak, zZeby byly styczne.



5. Rozwazmy geometri¢ rzutowa. Udowodnij twierdzenie odwrotne do twierdzenia Desar-

guesa: niech beda dane trojkat ABC oraz A’B’C" oraz niech P,Q, R beda punktami
przeciecia odpowiednio AB z A’B’, BC z B'C’" oraz AC z A'C'. Zalézmy, ze P,Q, R
leza na jednej prostej. Udowodnij, ze proste AA’, BB’ oraz C'C" przecinaja sie w jednym
punkcie.

Wskazoéwka: Postepuj podobnie, jak w dowodzie tw. Desarquesa przedstawionym na wykladzie.

Zadania inspirowane: listg zadan ,W krzywym zwierciadle” opublikowana w ,,Delcie” au-
torstwa J. Jaszunskiej, pomystami Michata Korcha.
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