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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Michata Korcha

"Measure and convergence: special subsets of the real line
and their generalizations"

Rozprawe doktorska "Measure and convergence: special subsets of the real
line and their generalizations” napisana przez mgra Michata Korcha mozna
podzieli¢ na trzy czesci. Pierwsza traktuje o matych podzbiorach przestrzeni
Cantora 2¥; druga dotyczy uogolnienn (lub ich braku) twierdzenia Jegorowa,
trzecia za$ — uogodlnionej przestrzeni Cantora 2% z topologia ograniczona.

W czesci pierwszej (stanowiacej rozdzial drugi rozprawy) rozwazane sa
male podzbiory przestrzeni Cantora. Autor poszukuje analogonu pojecia
zbiorow doskonale pierwszej kategorii (ang. perfectly meager) w kontekscie
miarowym. Zostaje wprowadzone nowe pojecie zbioréw doskonale miary zero
(ang. perfectly null) oraz jego tranzytywna wersja. Podstawowe pytanie,
czy nowo zdefiniowana klasa zbiorow doskonale miary zero jest rowna klasie
zbioréw uniwersalnie miary zero pozostaje otwarte. W pracy znajdujemy
dwa wyniki stanowiace probe zmierzenia si¢ z tym problemem. Pierwszy
(Proposition 2.9) pokazuje, ze konstrukeji funkeji Luzina (bedacej gtownym
narzedziem w analogicznym problemie po stronie kategorii) nie mozna w na-
turalny sposob powtorzy¢ w przypadku miarowym. (Nie oznacza to, rzecz
jasna, ze takowa funkcja w ogdle nie istnieje.) Drugi rezultat (Corollary 2.14)
stanowi, ze zamknietos¢ klasy zbioréw doskonale miary zero na branie obra-
z6w wzgledem homeomorfizméw przestrzeni Cantora implikuje rownosé klas



zbioréw doskonale miary zero oraz uniwersalnie miary zero. W dalszej cze-
Sci rozdziatu drugiego autor wprowadza i bada analogony zbioréw doskonale
miary zero (i dalej doskonale pierwszej kategorii) wzgledem wyréznionych
klas zbiorow doskonalych. Sa to klasy zbioréw zbalansowanie doskonatych,
jednorodnie doskonatych, zbioréw doskonalych w sensie Silvera. W szcze-
golnosci, okazuje sie (Proposition 2.26), ze klasa vPA zbioréw miary zero
wzgledem zbioréw doskonalych w sensie Silvera jest zamknieta na branie
produktow, a (Theorem 2.27) przy zatozeniu istnienia zbioru Sierpiriskiego
klasa bPN zbior6w miary zero wzgledem zbiorow zbalansowanie doskonatych
nie jest zamknieta na branie produktoéw. Trzeba podkresli¢, ze rozumowania
zwiazane z rozwazanymi tu klasami zbioréw sa nietrywialne i dos¢ subtelne.
Autor wspiera czytelnika rysunkami, ktére pomagaja zrozumieé¢ dowody i
przedstawiane w nich konstrukcje. Autor znajduje tez interesujacy analo-
gon twierdzenia Bartoszynskiego o rozktadzie zbioru miary zero na dwa tzw.
zbiory male. Pokazuje mianowicie (Corollary 2.4), ze kazdy zbiér P-miary
zero mozna podzieli¢ na dwa zbiory mate w P. Pojecia zbioru P-miary zero
i zbioru malego w P sg zdefiniowane w sposéb naturalny. Szereg pytan doty-
czacych rozwazanym klas zbiorow pozostaje bez odpowiedzi, co zacheca do
dalszej eksploracji tych zagadnieri.

Druga cze$¢ rozprawy (zawarta w rozdziale trzecim) poswiecona jest twier-
dzeniu Jegorowa, ktore stanowi, ze dla dowolnego punktowo zbieznego ciagu
funkeji z [0, 1] w [0, 1] mierzalnych w sensie Lebesgue’a mozna znalezé¢ zbior
miary dowolnie bliskiej 1, na ktérym rozwazany ciag zbiega jednostajnie.
Autor bada potencjalne uogodlnienia tego twierdzenia. Po pierwsze rezy-
gnuje z mierzalno$ci wyjsciowego ciggu funkcji. Po drugie, rozwaza inne
rodzaje zbieznosci ciagu funkcji zwigzane z idealami na liczbach naturalnych:
idealowa zbieznosé punktowa, idealowa zbieznosé quasi-normalng, ideatows
zbieznos¢ jednostajng, [*-punktowa zbieznosé, I* quasi-normalng zbieznosc,
I* jednostajng zbieznosé. Glownym narzedziem w tej czesci jest uogodlnienie
metody Pinciroliego. Wynik ten zostal zawarty w trzech twierdzeniach (The-
orem 3.1, Theorem 3.2, Theorem 3.3). W konsekwencji dostajemy dwa na-
rzedzia. Pierwsze, przy zalozeniu non(N') < b, daje uogodlnienie twierdzenia
Jegorowa dla pewnych rodzajow zbieznosci ciagow (fy,)neo dowolnych funk-
cji fn :[0,1] — [0,1]. Drugie, przy zatozeniu non(N) = ¢, daje ciag funkcji
(fu)news fu = [0,1] — [0,1], ktory nie spelia tezy uogoélnionego twierdze-
nia Jegorowa dla pewnych rodzajow zbieznosci. Otrzymujemy nowe ciekawe
wnioski. W szczegolnosci nastepujace zdanie:

"Dla dowolnego € > 0, dowolnego przeliczalnie generowanego ideatu I oraz



dowolnego ciggu (fn)new, fn:[0,1] — [0, 1] punktowo I-zbieznego znajdziemy
zbior A, AM(A) > 1 — €, na ktorym ciqg (fn)new jest jednostajnie I-zbiezny.”

jest niezalezne od ZFC (Corollary 3.11, Corollary 3.13). Analogiczne rezul-
taty sa takze prawdziwe dla nastepujacych par zbieznosci: idealowo punk-
towa i rowno-idealowa dla analitycznych P-ideatow (Corollary 3.6, Corollary
3.8), punktowo-/* i jednostajnie-I* dla przeliczalnie generowanych ideatow
(Corollary 3.15, Corollary 3.17), idealowo punktowa i jednostajnie ideatowa
dla ideatow postaci F'in®, a < w; (Theorem 3.18, Theorem 3.19).

Trzecia cze$¢ rozprawy (rozdzialy czwarty, piaty, szosty, sibdmy i 6smy)
dotycza uogdlnionej przestrzeni Cantora. Baze topologii w rozwazanej prze-
strzeni 2 stanowia zbiory postaci [o] = {z : x D o} dla 0 € 2<". Autor
systematyzuje klasy matych zbioréw tej przestrzeni i bada zalezno$ci mie-
dzy nimi. Rezultaty z tym zwiazane wykorzystuja podobieristwo uogélnionej
przestrzeni z ograniczona topologia do klasycznej przestrzeni Cantora. W
wielu przypadkach potrzebne sa do tego dodatkowe zatozenia o liczbie k, na
przyklad k = [k]<", K jest slabo zwarta. Przeniesienie twierdzen z 2“ na
2¥ wymagalto tez znalezienia wlasciwych analogonéw poje¢. W szczegdlnosci
naturalnym odpowiednikiem pojecia zbioru doskonatego (w 2¢) jest pojecie
zbioru k-doskonatego (w 27), a nie zbioru doskonatego. Autor rozwaza tez
pojecia oraz formuluje rezultaty zwiazane z zasadami selekcji (ang. selection
principles) w 2%. Pojawiaja sie odpowiedniki y-zbioréw, a takze zbiorow z
wlasnosciag Hurewicza, Mengera, Rothbergera. Autor rozwaza tez rézne po-
jecia zbiezosci i idealowej zbieznosci ciagow funkcji (fo)a<w, fo @ 2% — 27,
Podejmuje takze probe uogoélnienia twierdzenia Jegorowa na przestrzen 2.
Pojawia sie jednak bardzo istotny problem. Mianowicie, nie jest jasne, czy
istnieje nietrywialna s-proto miara posiadajaca szereg dodatkowych wtasno-
$ci. Istnienie owej k-proto miary jest kluczowym zatozeniem w przedstawio-
nych uogoélnieniach twierdzenia Jegorowa.

Rozprawa jest bardzo obszerna. W mojej ocenie nie jest to zaleta. Zawar-
tos¢ merytoryczna w zupetnosci wystarczytaby na dwie rozprawy doktorskie.
Powodem tak duzej objetosci jest proba doktadnego zglebienia rozwazanych
zagadnien. W czesci dotyczacej matych podzbioréw Cantora autor rozwaza
analogony poje¢ zbiorow doskonale pierwszej kategorii i doskonale miary
zero wzgledem trzech rodzin zbioréw doskonalych. Wprowadza tez tranzy-
tywne odpowiedniki tych klas. Poréwnanie zaprezentowanych klas zbiorow,
cho¢by ze wzgledu na ich liczbe, generuje wiele wynikéw. Podobna sytu-
acja ma miejsce w czedci dotyczacej twierdzenia Jegorowa. Autor rozwaza
szesS¢ pojeé zbieznosci ciggu funkcji zwigzanych z ideatami na zbiorze liczb
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naturalnych. Czeéé trzecia, dotyczaca uogélnionej przestrzeni Cantora, sta-
nowi probe uogoélnienia klasycznych wynikoéw oraz wynikow uzyskanych w
poprzednich czesciach. Istotna liczba zamieszczonych w tej czesci rezultatow
polega na starannym przepisaniu dowodéw analogicznych twierdzen doty-
czacych klasycznej przestrzeni Cantora. Niechybnie stworzenie owej czesci
wymagalto ogromnej pracy i wnikliwego przestudiowania literatury. Tym-
niemniej, w mojej ocenie, cze$¢ trzecia moglaby zosta¢ z rozprawy usunieta
bez szkody, a moze nawet z korzyscia, dla catosci.

Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim. Nie czuje sie specjalista
w tej dziedzinie, w moim odczuciu liczba btedéw jezykowych jest znikoma.
Prace czyta sie dobrze. Organizacja calosci jest wlasciwa i przemyslana. Wy-
daje sie, ze rozdzial pierwszy poswiecony podstawowym pojeciom mogltby
zostaé nieco skrocony. W szczegélnosci definicje liczby porzadkowej, czy
liczby kardynalnej mozna spokojnie pomina¢. Uktad tekstu jest logiczny i
klarowny. W podrozdziale 2.4 organizacja tresci nie podoba mi sie. Autor
opisuje tam dwa podejscia do znalezienia analogonu rozkitadu Bartoszyn-
skiego zbioru miary zero na dwa zbiory male: pierwsze nieudane, drugie
udane. Taki uktad ma na celu, jak sadze, zdynamizowaé prace i pokazaé
jaka droga autor dochodzil do prawdy. Wolaltbym jednak mniej dynamiczna
wesje.

Ponizej kilka btadow edytorsko-jezykowych:

77_¢ Niezreczne sformutowanie: "W niniejszej pracy badam te klasy zbiorow
w takim przypadku.”

28% Powinno by¢: "null-additive”, "meagre-additive”.

31 Powinno by¢: ”(U))” i dalej: "U!, € [U,]<".

339 Powinno by¢: "another” zamiast "an another”.

4019 Powinno by¢ "the Baire”, brakuje spacji.

4989 Zamiast “a method similar way” powinno byé: “a similar method”.
53% Zamiast "1 o hp” powinno by¢ ”u(hp”.

71! Zamiast 7is in the positive” powinno by¢ "is positive”.

7512 Powinno by¢: "We start with”.

87 Stowo "even” mogtoby zniknaé¢ z tytutu.

945 Powinno by¢: "(x,) € (27)"".

13311 Powinno by¢: ”k-Cauchy” zamiast ”x-I-Cauchy.

Podsumowujac, w rozprawie zdefiniowano kilka nowych ciekawych pojec.
Zawiera ona nietrywialne rezultaty, ktorych dowody wymagaly subtelnych
rozwigzan oraz tworczej inwencji autora. Ogrom wprowadzonych poje¢ oraz
sprawnos¢ z jaka autor sie nimi postuguje swiadczy o jego erudycji i kulturze
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matematyczne;j.

Rozprawa "Measure and convergence: special subsets of the real line and
their generalizations” mgra Michata Korcha spelnia zaréwno ustawowe, jak
1 zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze przeto o
przyjecie rozprawy i dopuszczenie mgra Michata Korcha do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.

Szymon Zeberski




