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Spirala Fibonacciego

. Wezcie kartke w kratke i pogrubcie boki jednej z kratek (gdzies po $rodku). To Wasz
pierwszy kwadrat 1 x 1. Zaznaczcie jego lewy dolny wierzchotek. Dorysujcie do tego kwa-
dratu kolejny kwadrat 1 x 1 przylegajacy do niego od gory. Nastepnie narysujcie kwadrat
2 x 2 przylegajacy do dotychczasowych kwadratéw z lewej strony. Teraz pora na kwa-
drat 3 x 3 od dotu. Nastepnie kwadrat 5 x 5 z prawej strony. Kontynuujcie w ten sposéb
rysowanie coraz wiekszych (tak, ze bok nowego kwadratu to bok dotychczasowego prosto-
kata) kwadratéw z kolejnych stron dotychczasowego rysunku z kolejnych stron zgodnie ze
wskazowkami zegara.

. Nastepnie poczynajac od zaznaczonego wierzchotka narysujcie tamana sktadajaca sie z
przekatnych kolejno narysowanych kwadratow. Naszkicujcie mozliwie gtadka spirale prze-
chodzaca przez kolejne wierzchotki tamanej. Przed Tobg spirala Fibonacciego.

. Przyjrzyjcie si¢ elementom roslin oraz zdjeciom, ktore otrzymaliScie i sprobujcie znalezé
na nich mozliwie duzo spiral Fibonacciego.

. Rysujac kilka spiral Fibonacciego mozna wiernie narysowac szyszke, tak jak ona wyglada,
gdy patrzy sie na nia od strony ogonka. W tym celu wezZcie pusta kartke i zaznaczcie na
niej punkt. Z tego punktu ,na oko” naszkicujcie 5 wspotérodkowych spiral Fibonacciego
zawijajacych sie zgodnie z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara oraz 8 takich spiral za-
krecajacych przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, a zaczynajacych sie w tym samym
punkcie. Spirale zakrecajgce przeciwnie do ruchu wskazdéwek zegara oczywiscie przetng te
idace zgodnie z ruchem wskazowek zegara. Pogrubcie kreski na rysunku tak, zeby obryso-
wac wszystkie zamkniete obszary. Czy widzicie juz na swoim rysunku szyszke? Zacieniujcie
rog kazdej tuski od strony blizszej srodka, aby dodatkowo podkresli¢ trojwymiarowy efekt
na Waszym rysunku.

Ciag Fibonacciego

. Jak pewnie zauwazyliscie, boki kolejnych kwadratéw na Waszym rysunku to kolejne liczby
z ciggu Fibonacciego. Ciag ten zaczyna sie dwoma jedynkami, a kolejny wyraz jest zawsze
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suma dwoch poprzednich. Czyli kolejne wyrazy to:
1,1, 2=1+1,3=2+1,5=3+2,8=5+3,....
Obliczcie jeszcze 9 kolejnych wyrazéw tego ciagu.

. Przyjrzyjcie sie ponownie roslinom i zdjeciom, ktore otrzymaliscie. Na wigkszosci z nich
tatwo odnalez¢ kolejne liczby Fibonacciego na wiele sposobéw. Liczac mozecie wspomoc
sie zaznaczajac policzone elementy markerem lub uzywajac kolorowej tasmy. Jedynie nie
rysujcie prosze po szyszkach — chciatbym je odzyska¢ w nienaruszonym stanie!

Zlota proporcja

. Policzcie kolejne ilorazy znalezionych liczb z ciagu Fibonacciego, czyli (uzywajac kalku-
latora) podzielcie drugg liczbe przez pierwsza, trzecia przez druga, czwarta przez trzecia
i tak dalej. Co obserwujecie?

. Ten ciag ilorazoéw jest coraz blizszy do tak zwanej ztotej proporcji, ktéra wynosi:

1+v5
¥ = 5

Policzcie na kalkulatorze powyzsza liczbe i sprawdzcie, ze rzeczywiscie wyrazy ciggu ilo-
razéw sa do niej coraz blizsze.

. Liczba ¢ jest nazywana czasem ,najprostsza niewymierng liczba” lub ,najbardziej niewy-
mierng liczbg”. Liczby niewymierne to takie liczby, ktorych nie da sie zapisa¢ w postaci
p/q, gdzie obie liczby p, ¢ sa catkowite, przy czym ¢ # 0. Inne przyktady liczb niewymier-
nych, poza ¢, to chociazby 7, czy tez /2. Liczbami niewymiernymi jeszcze sie zajmiemy w
przysztosci, ale teraz sprébujmy udowodnié, ze ¢ jest rzeczywiscie niewymierna. Sprobuj-
cie zastanowi¢ si¢ jak tego dokonac, a w razie czego nizej przygotowatem kilka wskazowek.
Wskazowka: Zalozmy przeciwnie, Ze sq takie liczby calkowite p,q, Ze %g = g. Przeksztatécie to
rownanie tak, zeby nie mieé w nim pierwiastka.

Wskazéwka: Czyli w takim razie 5 jest ilorazem kwadratéw dwdch liczb calkowitych: a® = (2p—q)?
oraz q*. Rozwaz teraz podzielno$é przez potegi pigtki licznika i mianownika. Skoro to kwadraty,
to kazdy, jesli sie dzieli przez 5, to musi sie dzielic¢ przez 25, czyli generalnie 4 licznik © mianownik

dzieli sie na pewno przez parzystq potege dwdjki. Zatem ich iloraz? A tym czasem lewa strona. . .

. Wiemy juz, ze ¢ jest liczba niewymierna. Dlaczego jest wigc ,najbardziej niewymierng”?
Otoz kazda liczbe mozna roztozy¢ w utamek tancuchowy. Co to utamek tancuchowy?
Przyjrzyjmy sie na przyktadzie. Np.:

co tatwo sprawdzi¢, sprowadzajac kolejne dodawania do wspolnego mianownika. Tymcza-
sem liczby niewymierne rozpisujg si¢ w nieskonczone utamki tancuchowe, czyli:
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Co trzeba wstawi¢ za O, zeby dostac liczbe ¢? Najprostsza mozliwa liczba jest najlepszal
Wiadnie dlatego ¢ jest ,najprostsza niewymierng liczba” lub ,najbardziej niewymierna
liczba”. Sprawdz kolejne przyblizenia obcinajac utamek tancuchowy w ktéryms miejscu.
Wskazowka: 1.

Zltota proporcja w biologii

. Roslinom zalezy na tym, zeby kolejne liscie wyrastajace z todyzki nie przestaniaty sobie
wzajemnie stonica. Jak spojrzymy na katy pomiedzy kolejnymi lisémi, to nie optaca sie
mie¢ ich na przyktad co 180°, bo wtedy co drugi bedzie sie przestania¢. W ogole nie
optaca sie mie¢ ich co 360°/n stopni. Z pomoca przychodza liczby niewymierne! Jesli
bedziemy rozmieszczaé liscie do 360°/a stopni, gdzie a jest liczba niewymierna, to nigdy
zaden nie pokryje sie doktadnie z poprzednim. No a skoro najlepsza liczbg niewymierng
jest w, to policzmy ile to jest %. Wychodzi co$ wiekszego od 180°, i wygodniej bedzie

_ 360°

nam korzysta¢ z dopetnienia tego kata, czyli o = 360° o Korzystajac z katomierza,

stworzcie z grubszego papieru wzornik takiego kata.
. Sprawdzcie, gdzie ten kat wystepuje w roslinach i zdjeciach, ktore macie przed soba.

. Mozna przy pomocy tego wzornika dobrze narysowa¢ kwiat. Zacznijcie rysowaé kolejne
ptatki obracajac rysunek za kazdym razem o kat a. Gdy zaczng sie cze$ciowo naktadac
rysujcie ptatki tak jak by byly pod spodem, za to nieco wigksze. Narysujcie dwa rysunki
— 7z wezszymi i szerokimi ptatkami. Przy okazji — widzicie od razu powstajace spirale? Ile
ich jest na pierwszym, a ile na drugim rysunku?

Dlaczego tak?

. Obejrzyjcie ten filmik (https://youtu.be/9Qy8QnNqgB4A), w ktérym krople z magne-
tycznej cieczy upuszczane sa na plytke. Krople przyciggane sa przez obwdd ptytki, ale
odpychaja sie wzajemnie. Jak sie zachowuja? Dlaczego? Jaki to ma zwigzek z liczba ?

. A jaki to ma zwigzek z procesem wzrostu kolejnych lisci w roslinie? Czy rosliny musza
umie¢ mierzy¢ katy, zeby tak rosnac¢? Postawcie hipoteze, jaki mechanizm stoi za takim
rodzajem wzrostu. Poszukajcie w Internecie innych hipotez w tej sprawie i zrédet popu-
larnonaukowych lub naukowych, ktore wyjasniajag to zjawisko.
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