Algebra liniowa, WNE, 2018/2019
kolokwium 3. poprawkowe— rozwiazania

24 stycznia 2019

Zadanie 1.
Oblicz u
-1 0 0
-3 -1 -3 .
3 0 2

Rozwiazanie: Niech ¢: R3 — R? bedzie takie, ze

-1 0 0
M(p)t=1 -3 -1 -3 |.
3 0 2
Wtedy wielomian charakterystyczny, to
—1-A 0 0
-3 —“1-X =3 |=—(-1=-X%*2-)).
3 0 2—A

Wiec wartosci wlasne to —1 1 2.
Badamy V(_y):

0 0 010 1 0 110
30 3|0 =00 o0l0],
3 0 =310 0 0 00
wiegc baza V(_y) to: {(—1,0,1),(0,1,0)}.
Badamy V{y):
-3 0 010 1 0 00
3 -3 —3|0|=]011]|0],
-3 0 010 0 0 0]0

wiec baza V(o) to: {(0,1,—1)}.
Zatem A = {(-1,0,1),(0,1,0),(0,1,—1)} jest baza zlozona z wektoréw wlasnych, i:

-1 0 0
M(go)ﬁzlo —1 0].

0 0 2

Mamy tez: ) )
-1 0 0
M@Gid%=1] 0 1 1

1 0 -1 |

Poniewaz: (1,0,0) = —(—1,0,1)+(0,1,0) — (0,1, —1), (0,1,0) = (0,1,0), oraz (0,0,1) = (0,1,0) — (0,1, —1),

to: ~ _
-1 0 O
M(id)A = 11




Zatem:

1 0 o " 10 0 1 0 01" [ -1 0 o0
3 1 3| =0 1 1 ]-]o0o 10 01 1 |=
30 2 1 0 -1 0 0 2 1 0 -1
1 0 0 1.0 0 10 0
—| 0 -1 2048 0 1 1 | =] —2049 —1 —2049
1 0 —2048 1 0 -1 2049 0 2048

Zadanie 2.
Niech V' C R* bedzie podprzestrzenia liniowa, taka ze V- = lin((1,0, —1,2)). Znajdz:
a) baze przestrzeni V,

(a)
(b) baze ortogonalng przestrzeni V,
(¢) wspoéhrzedne wektora (—3,2017,—1,1) w tej bazie,
(d) baze ortonormalna przestrzeni V,

(e) wektory a, 3 € V, takie ze kat pomiedzy nimi wynosi 45°, oraz |a| = 2, |3] = 2v/2.

Rozwiazanie:
Znajdujemy:

(a) baze przestrzeni V

V opisana jest réwnaniem z — z + 2¢ = 0. Rozwiazanie ogdlne to (z — 2t,y, z,t), wiec baza to
{(0,1,0,0),(1,0,1,0),(-2,0,0,1)}.

(b) baze ortogonalng przestrzeni V

Stosujemy ortogonalizacje Grama-Schmidta:

v; = (0,1,0,0),
vy = (1,0,1,0) — 0(0,1,0,0) = (1,0, 1,0),
02 = (-2,0,0,1) = 0(0,1,0,0) + >(1,0,1,0) = (~1,0,1,1)

Zatem baza ortogonalna to: {(0,1,0,0),(1,0,1,0),(-1,0,1,1)}.
(c) wspéhrzedne wektora (—3,2017,—1,1) w tej bazie

Te wspoélrzedne to 2017, —4/2 = —2 oraz 3/3 = 1.
(d) baze ortonormalna przestrzeni V

Dzielimy przez dtugosci i mamy:

(1,0,1,0) (—1,0,1,1)

(e) wektory a, 3 € V, takie ze kat pomiedzy nimi wynosi 45°, oraz |a| = 2, |3] = 2v/2.

Wystarczy wziaé jako o dwa razy pierwszy wektor z tej bazy, a jako 0 dwa razy sume pierwszego i drugiego,
czyli:
a=(0,2,0,0),

B=(v2,2,v2,0).



Zadanie 3.

Niech V = 1in((1,0,2), (0,1, —2)) C R3. Niech ¢ bedzie rzutem na V, a 1) — symetria wzgledem V+.
a) ZnajdZ baze zlozona z wektoréw wlasnych ¢ i macierz tego przeksztalcenia w tej bazie.

b) ZnajdZ baze zlozona z wektoréw wlasnych ¢ i macierz tego przeksztalcenia w tej bazie.

¢) Znajdz wzor na .

Rozwigzania:
Znajdzmy baze V1. Jest ona opisana ukladem réwnan:

r+22z=0

y—22=0
zatem baza to {(—2,2,1)} Zatem A = {(1,0,2),(0,1,-2),(—2,2,1)} to baza zlozona z wektoréw wlasnych
zaréwno ¢, jak i v, oraz:

Mamy tez:

Potrzebujemy takze M (id)Z:

1 0 =21 0 0 1 0 211 0 O 1 0 1 0 0
0 1 210 1 0 |rg—ry |0 1 2 0 1 0 |r3+2r| 0 1 0 1 0 |r3-(1/9)
2 -2 1|0 0 1 0 -2 5 |-2 01 0 0 -2 2 1
1 0 -2 1 0 0 1 0 0| 5/9 4/9 2/9
01 2 0 1 0 ri+2rg,ro—2r3 | 0 1 0| 4/9 5/9 —-2/9
0 0 1 |-2/9 2/9 1/9 0 0 1]-2/9 2/9 1/9
wiec:
5 4 2
MGid)A == 4 5 =2
-2 2 1
W takim razie:
1 0 =2 1 0 0 1 5 4 2 1 0 =2 1 5 4 2
Mp$t=10 1 2 01 0 g 4 5 =2 |=]10 1 2 ‘9 4 5 =2 | =
2 =2 1 0 0 O -2 2 1 2 =2 1 00 O
5 4 2
:% 4 5 =2
2 -2 8

Zatem ostatecznie o((x,y,2)) = 1/9(5z + 4y + 2z, 4x + by — 2z, 2x — 2y + 8z).



Zadanie 4.

Niech M bedzie plaszczyzna przechodzaca przez punkt (1,1, —3,5) oraz réwnolegla do plaszczyzny N przecho-
dzacej przez punkty (1,0,1,—1),(2,1,0,1) 1 (1,1,1,1)). Znajdz:

a) baze przestrzeni N ,
b) uktad réwnan opisujacych N

d) parametryzacje ptaszczyzny M.

)
)
¢) uklad réwnan opisujacych M,
)
e) punkt przecigcia plaszczyzny M oraz prostej L = lin((1,0,1, —3)), o ile taki punkt istnieje.

Rozwiazanie:
Znajdujemy

a) baze przestrzeni N,

—

N =1in((2,1,0,1) — (1,0,1,—1),(1,1,1,1) — (1,0,1, —1)) =lin((1,1,-1,2), (0, 1,0, 2)).

b) uklad réwnan opisujacych N,

a zatem szukany uktad réwnan to:

c¢) uklad réwnan opisujacych M,

Poniewaz N = M , to szukany uktad réwnan to:
T+ z=-2
—2y+t=3

d) parametryzacje M,
Poniewaz x = —2 — z oraz t = 3 + 2y, dostajemy M = {(—2 — z,y,2,3 4+ 2y): y,z € R}.

e) punkt przecigcia plaszczyzny M oraz prostej L = lin((1,0,1, —3)), o ile taki punkt istnieje.

Punkty L, to (a,0,a,—3a), a € R, co po wstawieniu do réwnan na M, daje 2a = —2 oraz —3a = 3, zatem
a = —1 i punkt ten to (—1,0,—1, 3).



