Algebra liniowa, WNE, 2018/2019
kolokwium 3. dodatkowe — rozwiazania

24 stycznia 2019

Zadanie 1

16 0 307"
Oblicz 0 -1 0
-9 0 17
Rozwigzanie:
Liczymy wielomian charakterystyczny:

w(A) = (=1 = A)((=16 = \)(17 = A) — (=9-30)) = —(A + 1)*(A — 2),

czyli wartosci wlasne to: —1 i 2. Liczymy bazy przestrzeni wlasnych:

czyli baza to {(0,1,0),(2,0,—1)}.

0
czyli baza to {(5,0,3)}. Zatem A = {(0,1,0), (2,0, —-1),(5,0,3)} jest baza wlasna oraz M (id)% = { 1
0

-1 0 0
i macierz w tej bazie to D = [ 0 -1 0 ] . Poniewaz:
0 0 2

e (1,0,0) =3(2,0,1) — (5,0,3),
e (0,1,0) = (0,1,0),
e (0,0,1) = —5(2,0,1) +2(5,0,3),

0 1 0
to M(id)4=| 3 0 -5 |.Zatem:
-1 0 2
16 0 30 1% 02 5 -1 0 0 0 1
0 -1 0 = M@)¥D*V " MGid)A =1 0 0|-| 0 -1 0 3 0
-9 0 17 01 3 0 0 2201 -1 0
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Zadanie 2.
Niech o = (1,0,1,0),6 = (0,0,0,1).

a) ZnajdZ wektory 3,7 prostopadle do wektora 0 oraz takie, ze katy pomiedzy a1 3, @ iy oraz 8 iy wynosza
60°.

b) Niech V = lin(e, 3,7). Znajdz uklad réwnan opisujacy V.

¢) Znajdz dowolna baze ortogonalna przestrzeni V.

d) Znajdz dowolna baze ortonormalna przestrzeni V.

)
)
)
e) Oblicz wspdlrzedne wektora (1,2,3,0) w znalezionej bazie ortonormalne;j.

Rozwiazanie:

a) Zauwazmy, ze cos(60°) = 1/2. Zatem dla 5 = (1,1,0,0), v = (0,1, 1,0), sa oczywiscie prostopadle do § oraz
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b) Zatem V- to:

z+2=0

z+y=0

y+z=0
¢) Stosujemy ortogonalizacje Gramma-Schmidta:

w1 = (1a 07 170)7

1 1
Wz = (1717070) - 5(1707 1a0) = 5(152771a0)5

1 1 1
ws = (0,1,1,0) = 5(1,0,1,0) = £(1,2,-1,0) = 5(~2,2,2,0).
A zatem baza ortogonalna, to np.: {(1,0,1,0),(1,2,—1,0),(—2,2,2,0)}.

d) Normalizujemy wektory powyzsze wektory, dzielac je przez dlugos$é otrzymujemy baze:

(17()’130) (172a_170) (_27272a0)
V2o Ve T 23

e) Wspolrzedne to:

(1,0,1,0) B B
<ﬁ’ (1,2,3,0)> =4/V2=2V2,

(1727_170) _ _
<\@, (1,2,3,0)> =2/V6 =6/3

oraz

(-2,2,2,0) B B
<2\/§, (1,2,3, 0)> =8/2V3 = 4V/3/3.



Zadanie 3.

Niech V+ = lin((1,0, 1), (2, 1,0)). Niech przeksztalcenie ¢ bedzie rzutem na przestrzen V-=. Podaj baze ztozong
z wektorow wilasnych tego przeksztalcenia. Znajdz jego wzor.

Rozwiazanie:
Zatem V jest zadane ukladem réwnan:

rz—2=0
20 +y =0
Czyli V =1in((1,-2,1)). Zatem A = {(1,0,-1),(2,1,0), (1,—-2,1)} jest baza wlasna szukanego przeksztalcenia
100 1 2 1
z warto$ciami wlasnymi odpowiednio 1,1,0, czyli M(p)4 = | 0 1 0 | oraz M(id)% = 0 1 -2
0 0 O -1 0 1
Zostaje do wyliczenia
1 1 -2 =5
M(id)4 = (M (id)%) =t = 12 2 2
1 -2 1
Zatem:
1 1 2 1 1 0 0 1 -2 =5
M(go)g:6 0 1 -2 010 2 2 2 | =
-1 0 1 0 0 0 1 -2 1
1 1 20 1 -2 =5 1 5 2 -1
5 0 1 0 2 2 2 =% 2 2 2 ,
-1 0 0 1 -2 1 -1 2 5

a zatem ¢((z,y,2)) = ¢ (5 + 2y — 2,20 + 2y + 2z, —x + 2y + 52).

Zadanie 4.

Znajdz uklad réwnan oraz parametryzacje prostej L przechodzacej przez punkt (1,0,0) oraz prostopadlej do
plaszczyzny opisanej réwnaniem x — 2y + z = w. Nastepnie znajdz punkt bedacy obrazem symetrycznym punktu
(1,1,1) wzgledem prostej L.
Rozwiazanie:
T(M) = (T(L))*, gdzie M to plaszczyzna z — 2y + 2z = 7. Zatem T(M) = T(L)* jest opisana réwnaniem
z — 2y + z = 0, w szczegblnosci
L =(1,0,0) + lin((1,—2,1)).

A zatem parametryzacja tej prostej to:
{(1+t,—2t,t): t € R}.

Natomiast baza T(M) = (T(L))* to {(—1,0,1),(2,1,0)}, a zatem T(L) opisana jest ukladem:
—rx+2=0
2xr4+y=0

—zr4+z=-1
2r4+y=2
Na prostej L lezy np. punkt (1,0, 0), wiec bedziemy rozwazaé symetrie ¢ = (1, 1,
T(L) = lin((1,-2,1)). Rzut to (1, —2,1), czyli symetria to s’ = £(—1,2, -1
zatem szukany punkt to: %(—17 -1,-4) 4+ (1,0,0) = % (2,—1,—4).

Czyli:
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)= 1(~1,-1,-4). A



