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Wersja A

. Zbadaj zbiezno$¢ ciggu funkcyjnego

0 dla z <0
fal@) =15 dlawe[0,n]

n

1 dla x > n,

n > 1 na calej prostej rzeczywistej. Udowodnij, ze f,, zbiega jednostajnie na odcinku (0,2016).

Zauwazmy, ze dla kazdego x > 0 i dla kazdego n > z, mamy f,(x) =z/n - 0, za§ dla <0, f,(z) =0, a
zatem ta funkcja punktowo zbiera do funkcji stale réwnej zero.

Ale zauwazamy, ze dla kazdego n, mamy f,(n) = 1, a zatem ten ciagg nie zbiega jednostajnie na calej
prostej, bowiem np. dla ¢ = 1, dla kazdego n, znajde x, mianowicie x = n, takie ze | f,(x) - 0| = |, (z)| > €.

Natomiast na odcinku (0,2016), ciag zbiega jednostajnie. Niech € > 0, wtedy dla n > 2016, mamy

xz 2016
|fn(x) _O‘ = E <

<eg,

2016

dla dostatecznie duzych n, mianowicie dla n > ===.

. Oblicz wyrazenie:
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A nastepnie wylicz {/;2 oraz zaznacz orientacyjnie na plaszczyZnie zespolonej pozostate /2.

Istotne jest, ze 2015 dzieli sie przez 4 z reszta 3, 1036 dzieli sie przez 12 z reszta 4 oraz 2016 dzieli sie
przez 8.

Zatem:
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A zatem z = 227(—\/3 +1i) oraz 4/3z = 27(cos 57 ) +isin 37, Pozostale pierwiastki sa rozmieszczone réwno-
na okregu o promieniu 128, czyli:
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. Rozwin w szereg Taylora funkcje f(x) =In(2x - 2015) w punkcie xg = 1008. Jaki jest przedzial zbieznosci
tego szeregu? Sprawdz w szczegdlnosei jego zbieznos$é na konicach przedziatu. Oszacuj wartoéé f(1008,1)
na podstawie sumy pierwszych 3 wyrazdéw tego szeregu i oszacuj blade tego oszacowania (reszte).

Liczymy pochodne:
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A zatem szereg mamy nastepujacy:

W punkcie 1008 kolejne wartoéci pochodnych to: £(1008) =In1 = 0, natomiast f(™)(1008) = 2™ - (-1)"*!.
(n-1)!, a zatem mamy taki szereg:

i oM. (_1)n+1

n=1
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(zwrdé uwage na to, ze suma zaczyna sie od n = 1, bo zerowy wyraz to po prostu zero).
Na podstawie kryterium Cauchy’ego liczymy promien zbieznosci:
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A zatem promien to %, czyli szereg jest zbiezny dla x — 1008 € (-1/2,1/2). A zatem z € (1007 + 1/2,1008 +

1/2).

Sprawdzamy zbiezno$é na koncach przedzialu. Dla x = 1007 + 1/2 mamy szereg Y.,

n

-1 .
=, czyli szereg

harmoniczy przemnozony przez —1 i nie jest on zbiezny. Dla « = 1008 +1/2 mamy szereg Y. ¢ (_ib)n ijest on
zbiezny na podstawie kryterium Leibniza. Zatem ostatecznie przedzial zbieznosci to (1007+1/2,1008+1/2].

A zatem

2-0,1 4-0,01
£(1008,1) =0+ 1’ - 2’ +R=0,2-0,02+R=0,18+ R.
Gdzie reszta jest przestawiona nastepujaco (6 € (1008, 1008, 1)):
" 1)3 2%.1.2- 1 . 1
n- f7(0)(0,1)°) 0,00 38 0,00 < 0,003,
3! 31 (22 - 2015)3 3.1




Wersja B

1. Zbadaj zbieznos¢ ciagu funkcyjnego

1 dla z < —n
falz)=4— dlaze[-n,0]
0 dla = >0,

n > 1 na calej prostej rzeczywistej. Udowodnij, ze f,, zbiega jednostajnie na odcinku (-2016,0).

Zauwazmy, ze dla kazdego x < 0 i dla kazdego n > —x, mamy f,(x) = -x/n - 0, za$ dla © >0, f,(x) =0, a
zatem ta funkcja punktowo zbiera do funkcji stale réwnej zero.

Ale zauwazamy, ze dla kazdego n, mamy f,(-n) = 1, a zatem ten ciag nie zbiega jednostajnie na calej
prostej, bowiem np. dla ¢ = %, dla kazdego n, znajde x, mianowicie = = —n, takie ze |f,(z)-0| = |fn(z)| > €.

Natomiast na odcinku (-2016,0), ciag zbiega jednostajnie. Niech € > 0, wtedy dla n > 2016, mamy
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dla dostatecznie duzych n, mianowicie dla n > ==

2. Oblicz wyrazenie:
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A nastepnie wylicz §/, 2z oraz zaznacz orientacyjnie na plaszczyznie zespolonej pozostate ¢/z.

Istotne jest, ze 2015 dzieli sie przez 4 z reszta 3, 1000 dzieli sie przez 12 z reszta 4 oraz 2016 dzieli sie

przez 8.
Zatem:
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A zatem z = 128(—/3—1) oraz $/,z = 23 (cos IF +isin 7). Pozostale pierwiastki s rozmieszczone réwno-
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na okregu o promieniu 2%, czyli:
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. Rozwin w szereg Taylora funkcje f(x) =1n(2015 - 22) w punkcie xg = 1007. Jaki jest przedzial zbieznosci
tego szeregu? Sprawdz w szczegdlnosei jego zbieznosé na konicach przedziatu. Oszacuj wartosé f(1006,9)
na podstawie sumy pierwszych 3 wyrazdéw tego szeregu i oszacuj blade tego oszacowania (reszte).

Liczymy pochodne:
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A zatem szereg mamy nastepujacy:

W punkcie 1007 kolejne wartoéci pochodnych to: f(1007) = Inl = 0, natomiast f(™(1007) = 2™ - (-=1)" -
(n-1)!, a zatem mamy taki szereg:
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(zwr6é uwage na to, ze suma zaczyna sie od n = 1, bo zerowy wyraz to po prostu zero).

Na podstawie kryterium Cauchy’ego liczymy promien zbiezno$ci:

2
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A zatem promien to %, czyli szereg jest zbiezny dla x — 1007 € (-1/2,1/2). A zatem x € (1006 + 1/2,1007 +
1/2).
Sprawdzamy zbiezno$é na koficach przedzialu. Dla z = 1006 + 1/2 mamy szereg Y., %, czyli szereg

harmoniczy i nie jest on zbiezny. Dla z = 1007+ 1/2 mamy szereg Y., ; (_:L)n i jest on zbiezny na podstawie

kryterium Leibniza. Zatem ostatecznie przedzial zbieznosci to (1006 + 1/2,1007 + 1/2].
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A zatem
2-0,1_4-0,01
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Gdzie reszta jest przestawiona nastepujaco (6 € (1007, 1007,1)):

£(0)(0,1)%| |2%-(-1)-2-0,001| _8-0,001
3! 31(2015 - 2z)? :

+R=0,2-0,02+R=-0,18 + R.

£(1006,9) =0 +

R= <0,003.




