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1. Korzystając z kryterium Cauchy’ego zbadaj zbieżność szeregu:

∞
∑
n=1

n

2n
.

Mamy limn→∞ n
√
n
2n = limn→∞

n√n
2 = 12 < 1, czyli ten szereg jest zbieżny.

2. Korzystając z kryterium Leibniza zbadaj zbieżność szeregu:

∞
∑
n=1

(−1)n+1

n
.

Ponieważ ciąg 1
n
jest nierosnący i zbieżny do 0, to szereg naprzemienny, badany wyżej, jest zbieżny.

3. Zbadaj, dla jakich wartości x ∈ R, szereg:
∞
∑
n=1

xn

n
,

jest zbieżny, a dla jakich rozbieżny?

Skorzystajmy najpierw z kryterium Cauchy’ego. limn→∞ n

√
∣x
n

n
∣ = ∣x∣, a zatem dla x ∈ R takich, że ∣x∣ > 1,

szereg jest rozbieżny, a dla ∣x∣ < 1 jest zbieżny. Pozostaje przypadek ±1. Dla x = 1 dostajemy szereg har-
moniczny, więc jest on rozbieżny. Dla x = −1 szereg z poprzedniego zadania – i jest on zbieżny. Ostatecznie
dla x ∈ [−1,1) szereg jest zbieżny, a w przeciwnym przypadku rozbieżny.

4. Zbadaj zbieżność szeregu:
∞
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1
n
√
n
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Ponieważ 1
n√n ≥

1
n
, to gdyby ten szereg był zbieżny, to na mocy kryterium porównawczego, szereg harmo-

niczny byłby zbieżny. A nie jest, więc badany szereg też nie może być zbieżny.
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. Szereg∑∞n=1 (
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3)
n
jest zbieżny, bo jest to szereg geometryczny dla q < 1, a zatem z kryterium

porównawczego i badany szereg jest zbieżny.
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Stosujemy kryterium d’Alemberta: an+1
an

=
(n+1)n(n+1)
nn3(n+1) =

(1+ 1n )
n

3 → e
3 < 1, a zatem badany szereg jest

zbieżny.
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Stosujemy kryterium d’Alemberta: an+1
an

=
(n+1)5
2n5 →

1
2 < 1, a zatem badany szereg jest zbieżny.
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Stosujemy kryterium d’Alemberta: an+1
an

=
(n+1)2

(2n+1)(2n+2) →
1
4 < 1, a zatem badany szereg jest zbieżny.
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Ponieważ 1√
2n+1 jest nierosnący i zbieżny do zera, to na mocy kryterium Leibniza, badany szereg jest

zbieżny.

5. Zbadaj zbieżność szeregu oraz sprawdź, czy jest on zbieżny bezwzględnie:
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Zauważmy, że ten szereg jest zbieżny bezwzględnie. Rzeczywiście z kryterium Cauchy’ego, bo mamy:
n

√
1
n2en

= 1
e( n√n)2 →

1
e
< 1. Zatem jest również po prostu zbieżny.
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Ponieważ 1
3√
n+1 jest nierosnący i zbieżny do zera, to na mocy kryterium Leibniza, badany szereg jest

zbieżny. Nie jest jednak zbieżny bezwzględnie na mocy kryterium porównawczego, bo 1
3√
n+1 ≥ 1

n+1 , a
szereg harmoniczny nie jest zbieżny.
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Ponieważ
n√n
n
→ 0 i jest nierosnący, to na mocy kryterium Leibniza, badany szereg jest zbieżny. Nie

jest jednak zbieżny bezwzględnie na mocy kryterium porównawczego, bo
n√n
n

≥ 1
n
, bo n

√
n ≥ 1 a szereg

harmoniczny nie jest zbieżny.

6. Oblicz sumę szeregu:
∞
∑
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Zauważ, że ∑∞n=0
1+2n+3n
4n = ∑
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= 13
4
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2
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4
= 223 – korzystamy z tego, że suma

granic to granica sumy i z sumy szeregu geometrycznego.
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