Analiza matematyczna, 2016/2017
zadania poprawkowe — rozwigzania

12 stycznia 2017

Seria 1
1. Niech F;, bedzie ciggiem Fibonacciego, czyli Fy =0, Fy = 1 oraz Fj,o = F,41 + F,, dla n € N. Udowodnij,
korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze Fg + FZ + ...+ F2 = F,,F,,,1, dla kazdego n € N.
Sprawdzamy dla n = 0. Lewa strona to F¢ = 0% = 0, a prawa to FoFy =0-1 =0, zgadza sie.

Zatézmy, ze dla pewnego n € N, mamy F7 + FZ +...+ F? = F,,F,,,;. Bedziemy dowodzi¢, ze

2 2 2 2
Fo+F{+. . . +F +F) 1 =F1F0.

Korzystajac z zalozenia, mamy:
2 2 2 2 2
FO +F1 +"'+Fn+Fn+1 :FnFn+1+Fn+1 :Fn+1(Fn+Fn+1) :Fn+1Fn+Qa

gdzie ostatnia réwnosé zachodzi na mocy definicji tego ciggu. Co bylo do okazania w tym kroku induk-
cyjnym, a zatem na mocy zasady indukcji matematycznej, Fz + FZ +...+ F2 = F,,F,,,1, dla kazdego n € N.
|

2. Znajdz granice ciggu /1 + % Wynik wykaz korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach.

Dla kazdego n € N, mamy 1 = ¥/1 < ¥/1 +% < Y/1+2 = ¥2. Wiadomo, z éwiczen, ze limy, e V2 =1, a

zatem z twierdzenia o trzech ciagach réwniez lim, o /1 + % =1.

Seria 2

1. Policz:

2 —x -2

Iim ——————.
-2 222 — 62 + 4

Poniewaz 2 jest pierwiastkiem i licznika, i mianownika, wyciagamy (x — 2) przed nawias w liczniku i
mianowniku, zatem:
?-z-2 . (z-2)(z+1) g r+1 3

lim =lim = lim =_,
w2202 -6x+4 -2 (x-2)(2x-2) +-222-2 2

2. Zbadaj ciaglosé funkcji:
f(x) =zsin(|z|7+7/2)

Zauwaz, ze:
1 ze[2k,2k+1),keZ,

. )
sin ([@]m +7/2) {—1 we[2k+1,2k+2) ke

A zatem:

@) x  xe[2k2k+1),keZ,
xT) =
—r z€[2k+1,2k+2),keZ.

W takim razie f jest ciagla dla x € (k,k + 1) dla kazdego k € Z. Natomiast w punktach calkowitych
rozwazamy granice lewo i prawostronne. Dla 2k, k € Z, mamy limg_op- f(2) = limg_ox- —x = -2k oraz



limgop+ f(x) = limg_ o5+ x = 2k, czyli funkcja jest ciagla w 2k wtedy i tylko wtedy, gdy k = 0. Natomiast
dla 2k + 1, limg_ops1- f() = limg ok 1- @ = 2k + 1 oraz limg ok 1+ f(2) = limg o1+ —x = -2k — 1, wiec nie
jest nigdy ciagla.

Ostatecznie funkcja jest ciagta w punkcie x wtedy i tylko wtedy, gdy = e R~ Z u {0}.

Seria 3

Niech funkcja f bedzie zadana nastepujaco:

a)

T2 G ve (—o0-1)
z+1
f@)=y 5, .
L7270 Qlaze[-1,00)~ {5}
r-5

Korzystajac z reguty de ’Hospitala oblicz lim,_._1- f(z).
Mamy limg,_1- sin(2z + 2) = 0 oraz lim,_._1- z + 1 = 0, mozemy wiec zastosowaé regule de 'Hospitala:

in(2z +2 2cos(2z + 2
lim f(z)= lim = lim M - lim M 9
r——-1- -1 r—>—1- r+1 s 1

Zbadaj ciaglod¢ funkcji f. Czy f jest ciagla w punkcie -17 OdpowiedZ uzasadnij.
Musimy sprawdzi¢ prawostronna granice w tym punkcie.
2
x“+2x-5 -6
li = lim ———=—=1
S = I T =
A zatem funkcja nie ma granicy w punkcie —1. Nie jest wiec w nim ciagla. Nie jest tez ciggta w 5, bo ten

punkt lez poza dziedzina. W pozostalych punktach, czyli R\ {-1,5} jest ciagla.

Policz pochodne funkcji f’ na przedzialach (—oo0,—1) oraz (-1,00)\{5}. Czy f jest rézniczkowalna w punkcie
x=-17

(x+1)2

(Sin(2x +2) )I _ 2(x + 1) cos(2z + 2) —sin(2x + 2)
z+1

2?2 +2x -5\ (2z+2)(x-5)+a2+2x-5 2°-102-5
x-5 - (z-5)2 ~ (z-5)2

Nie jest rozniczkowalna w —1, bo nie jest tam ciagla.

Znajdz asymptoty pionowe, poziome i ukosne funkcji f.

Wiadomo juz, ze f nie ma lewostronnej asymptoty pionowej w —1. Ma za to obustronng asymptote pionowa
r =5, bo:

lim f(x) = oo,

=5~

lim f(z) = —oo.
z—>5*
Jest asymptota pozioma lewostronna y = 0, bo:

lim sin(2x + 2) _

0,
zo-c0 g +1

bo sin(2z + 2) jest ograniczony. Wiec nie ma lewostronnej uko$ne;.

Jest tez prawostronna asymptota uko$na (wiec nie ma poziomej):

. fx) . a?+2w-5 2?(1+2/z-5[z7)
hm — = JiIm — = [1m — 1
r—oo T xr—>00 12 —5x T—00 x2 (1 _5/1/,)
Liczymy wiec:
2 k.2 B B
limf(x)—x:limx t2r-5-w +5x:11m (£ 5:limM: 7
T—>00 T—>00 xr -5 r—oo I —5H T—00 13(1—5/x)

a zatem ta szukana asymptota toy =z +7.



e) Dla z > -1, znajdZ lokalne ekstrema oraz przedzialy monotonicznosci tej funkcji.

Pochodna zeruje sie dla 22 =10z -5 =0,z > -1, czyli w 5 - /30 i 5 ++/30 — i oba te pierwiastki tapia sie w
ten przedzial. Zatem mamy:

dla z € (1,5 -/30), f'(z) >0, czyli f rosnie
dla z € (5-+/30,5), f/(x) <0, czyli f maleje
dla z € (5,5++/30), f'(x) <0, czyli f maleje
dla z € (5+/30,00), f'(x) >0, czyli f roénie

A zatem mamy lokalne maksimum w 5 — /30 i lokalne minimum w 5 + /30.
f) Oblicz réwnanie prostej stycznej do wykresu f w punkcie z = -7 — 1.

f(_ﬂ' _ 1) _ sin(_—:‘n') =0 oraz f’(ﬂ' _ 1) _ —27rcos(—2;r2)—sin(—27r) _ _Tr2727r _ _72

A zatem ta styczna dana jest wzorem:

-2 -2 2 2
y:—(x+7r+1)+0:—$—M.
™ ™ ™



