Analiza matematyczna, 2016/2017
sprawdzian poprawkowy — rozwigzania

7 luty 2017

Zadanie 1
Niech a,,, n > 1, bedzie zadane nastepujaco:
a,=11"-6
a) Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze 5|a,, dla kazdego n € N.
b) Niech b, = (-1)"/a,. Udowodnij, korzystajac z definicji, ze ciag b,, spelnia warunek Cauchy’ego.
¢) Znajdz granice ciagu "/a,. Swoja odpowiedz udowodnij korzystajac z tw. o trzech ciggach.

Rozwigzanie

a) Rzeczywiscie, dla n =1 mamy a; = 11 — 6 =5 jest podzielne przez 5 — zgadza sie.

Zatézmy teraz, ze 5lap. Wtedy agsq = 1151 =6 = 11(11™ - 6) + 66 — 6 = 11ay + 60 tez jest podzielne przez 5
jako suma dwoéch liczb podzielnych przez 5.

Co na mocy zasady indukeji matematycznej dowodzi, ze 5|a,, dla kazdego n € N. O
b) Niech ¢ > 0. Oraz niech N € N. Wtedy dla n,m > N mamy:

1 1 1 1 2
b, = bp| = [bn| + [brm| = — + — = + < :
an @y 11m-6 11m-6 " 11V -6

Mozemy jednak dobraé N tak, zeby 11V > % Wtedy (11V - 6)e > 2, czyli HTQ—G < g, co dowodzi warunku
Cauchy’ego dla ciggu b,. O

c) Twierdze, ze lim, o "/a, = lim, e "/I1" =6 = 1. Rzeczywiscie, dla n > 1, mamy 1 < "\2/11” -6, bo
1 < 11" - 6. Ponadto V11" -6 < /11" = ¥/11 oraz wiadomo z ¢wiczen, ze Y/a =1 dla a > 1. Zatem z
twierdzenia o trzech ciagach, skoro 1 < "2/a,, < V11, to lim,—e "i/an = 1. O

Zadanie 2

Niech bedzie dana nastepujaca funkcja:

ngl dla z € (~00,0]
i

f(z) = {sin(zz?) dla z e (0,1]

21;2%110 dla z € (1, 00)
a) Zbada¢ ciaglosé funkeji f (wskazaé wszystkie punkty nieciaglosci). Odpowiedz uzasadnié.

b) Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (2,3).
c¢) Korzystajac z reguly de I'Hospitala, znalez¢:

le @



d) Znalezé asymptoty (pionowe, poziome, ukosne) funkcji f. OdpowiedZ uzasadnié.

e) Obliczyé¢ f'(x) na przedziatach (-1,0),(0,1) oraz (1,00). Sprawdzié, czy f jest rézniczkowalna w punktach
0 oraz 1. Odpowiedz uzasadnic.

f) ZnaleZé przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkcji f na przedziale (0, o0).

g) Obliczy¢ réwnanie prostej stycznej do f w punkcie = 1/2.

Rozwigzanie

a) Funkcja oczywiscie jest ciagla na (1,00) U (0,1) UU,ezn(2, 2 + 1), poniewaz na tych przedzialach jest ona
zlozeniem funkcji ciaglych i okreslonych na tych przedzialach.

Nie jest ciagla w z dla z € Z \ N, bowiem:

lim f(z)= lim z :

T2z~ x>z~ JU2 +1 22 +1

z+1 z+1
li =lim —— =
IEE+ f(ZC) IE?* 2 +1 22 + 17

a sa to dwie rézne liczby.

Natomiast w 0 ta funkcja jest ciggla, bowiem:

1i =1i =
Qi f(w) = lim o7

0,
1iI{)1+ fx)= lir%r)l+ sin(rz?) = 0.
oraz f(0) =0.

Nie jest natomiast ciggla w 1, bowiem chociaz
lim f(x) = lim sin(rz?) =0,
r—1- r—1-

to:

222 -1
lim f(x)= lim 2o 10

r—1+ -1+ -1

—0Q.

Czyli ostatecznie punkty nieciagtoéci to ujemne liczby catkowite i 1.

b) Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (1,3).

Zauwazam, ze:

-2

f(2)= 1" -2<0
oraz
8
f(3) = 5 =4>0

Badana funkcja jest ciagla na przedziale (2,3). A zatem z wlasnoéci Darboux ma na nim pierwiastek.

¢) Mamy limg e 222 — 10 = 0o oraz lim, e 2(x — 1) = 0o, a zatem mozna skorzystaé z reguty de 1'Hospitala, i:

o222 -10 . 4z
hm — ] = 11mm ——-.
€Tr— 00 x(x—]_) Tr— 00 21’—1

Skoro lim,_, . 42 = 0o oraz lim, .., 22 — 1 = oo, a zatem ponownie skorzystaé z reguty de I’'Hospitala:

IS

= lim - =2.

Czyli szukana granica to 2.



d) Zaczynamy od asymptot pionowych. O nich wiemy juz wszystko, bowiem zbadaliémy granice w podejrzanych
punktach, badajac ciaglo$¢. Jedyna taka asymptota to prawostronna x = 1.

Mamy tez lewostronna asymptote pozioma y = 0 (wiec nie ma uko$nej), bowiem:

el a(lalfe i) _
R W s = ST gy pe s

bowiem mianownik dazy do 1, ale licznik do 0 jako iloczyn funkcji ograniczonej (zauwaz, ze 0 < [z]/z <
z[(z-1) <1 dlaxze(z-1,z], 2 <0) oraz zbieznej do zera.

Mamy tez asymptote prawostronna uko$na (wiec nie ma poziomej), bo juz policzyli$my, ze:

lim @ = 2,
Tr—00 :Z:‘
liczymy wiec tez:
222 -10-22% +2 -1 2
lim f(z) -2z = lim z 0-2z"+ leimw:2
T—00 T—>00 r—1 r—00 x(l_l/x)

Zatem ta asymptota to y = 2z + 2.

e) Jedli z € (-1,0), to mamy do czynienia z funkcja stala (réwna 0), wiec f/(z) = 0.
Jesli natomiast x € (0,1)

fl(z)= (sin(mz2)), = 27z cos(mx?).

W koncu dla z € (1, 00):

oo 20210\ 4x(z-1)- (227 -10) 22° -4z +10
f(‘”)‘( v 1 )‘ (z - 1)2 T (@12

W punkcie 0 mamy:

lim M: lim 0 = 0.
=0~ x z—0"
_ = 2 , 2
lim flx)-£(0) - lim sin(mwz?) - lim 2mx cos(mx”) 0
=0+ x =0+ x =0+ 1

(skorzystalismy z reguty de I'Hospitala, bo lim,_qsin(72?) = 0 oraz lim, gz = 0. A zatem f jest rézniczko-
walna w 0 1 f/(0) = 0. Nie jest natomiast rézniczkowalna w 1, bo jest tam nieciagla.

f) Sprawdzmy pochodna na przedziale (0,1). f'(x) = 272 cos(rx?). Poniewaz na tym przedziale z # 0, to moze
sie ona zerowaé tylko dla cos(m2?) =, czyli gdy 22 = 1/2. A zatem dla x = /2/2 Pochodna przed tym punktem
jest dodatnia, a potem zmienia znak na ujemny. Natomiast na (1, 00), pochodna si¢ nie zeruje, bo réwnanie
222 — 4z + 10 nie ma rozwigzan — jest zawsze dodatnia. A zatem:

(0,v/2/2), f'(x) >0, f roénie,

\/5/ 2 lokalne maksimum,

(v2/2,1), f'(x) <0, f maleje,

1 asymptota pionowa prawostronna,
(1,00), f'(z) >0, f roénie.

g) Liczymy:

F(1/2) = sin(n/4) = V2/2,
F1(1)2) = 27/2 - cos(n/4) = 7/2/2

A zatem styczna to
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