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1. Udowodnić, że funkcja f(x) = 1
x
nie jest jednostajnie ciągła na przedziale (0,∞).

Załóżmy przeciwnie, niech ε = 1 i niech δ =
1
2n , n > 1 będzie taka, że dla każdych x, y > 0, ∣x − y∣ < δ,

∣f(x) − f(y)∣ < 1. Niech zatem x = 1
2n , oraz y =

1
2n+1 . Wtedy ∣f(x) − f(y)∣ = 2n > 1, sprzeczność.

2. Udowodnić, że funkcja g(x) = x2 jest jednostajnie ciągła na przedziale (−1,1). ◻

Niech ε > 0, wtedy niech δ = 2ε. Dla x, y ∈ (−1,1) oraz ∣x− y∣ < δ mamy ∣x2 − y2∣ < ∣(x− y)(x+ y)∣ < δ ⋅ 2 = ε.
◻

3. Zbadać ciągłość i różniczkowalność funkcji:

f(x) =

⎧
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎩

x2 x ∈ (−∞,1)
x x ∈ [1,∞)

.

limx→1− f(x) = 1 oraz limx→1+ f(x) = 1, a także f(1) = 1, a zatem funkcja jest ciągła.
limx→1− f ′(x) = 2 oraz limx→1+ f ′(x) = 1, a zatem f nie jest różniczkowalna w punkcie 1. Poza tym punktem
jest różniczkowalna.

4. Udowodnić wzór:
sinh(x + y) = sinhx cosh y + sinh y coshx.

sinhx cosh y + sinh y coshx =
(ex−e−x)(ey+e−y)+(ey−e−y)(ex+e−x)

4 =
ex+y+ex−y−e−x+y−e−x−y+ex+y+e−x+y−ex−y−e−x−y

4 =

ex+y−e−(x+y)
2 = sinh(x + y).

5. Zbadać zbieżność ciągu:

an =
9log3 n

4log2 n

an =
n2

n2
= 1, zbiega do 1.

bn = cos
nπ

4

cos (2nπ + π
4 ) =

1√
2
oraz cos 2nπ = 1, a zatem ten ciąg nie jest ciągiem zbieżnym.

6. Korzystając z Tw. Lagrange’a udowodnij, że:

∣arctgx − arctgy∣ ≤ ∣x − y∣.

Z Tw. Lagrange’a istnieje takie c ∈ (x, y), że arctgx−arctgy
x−y = (arctg)′(c) = 1

1+c2 . Zatem
∣arctgx−arctgy∣

∣x−y∣ =
1
1+c2 ≤

1. Zatem ∣arctgx − arctgy∣ ≤ ∣x − y∣. ◻

7. Korzystając z warunku Cauchy’ego zbadać zbieżność ciągu:

an =
sin 1!
21

+ . . . +
sinn!
2n

.

Ten ciąg spełnia warunek Cauchy’ego. Rzeczywiście jeśli ε > 1
2n , to niech N = n i wtedy gdy k > l > N , to

∣ak − al∣ = ∣
sink!
2k + . . . + sin(l+1)!2l+1 ∣ ≤ ∣

sink!
2k ∣ + . . . + ∣

sin(l+1)!
2l+1 ∣ ≤

1
2k + . . . +

1
2l+1 ≤

1
2l ≤

1
2N < ε.
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