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Poniewaz mamy do czynienia z nieoznaczonoécia w stylu %, mozemy uzy¢ reguty de I’Hospitala.
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Zauwaz, ze (1 +sinx)” =e~ =

Zatem policzmy lim,_.q W To jest nieoznaczonosé postaci 8, wiec korzystamy z reguly de I’'Hospitala
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In(sine) =1, a zatem lim, o (1 +sinz)* = e =e.
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. Zmalez¢ ekstrema funkcji:

f(x) =sin?x + cos

f(x)=cosz-2sinx —sinz =sinxz (2cosxz — 1), co daje 0, gdy sinz =0 lub cosx = %, czyli dla x = km oraz
x = 2km £ §. Zauwazamy, ze w kazdym z tych przypadkéw f' zmienia znak, wigc mamy do czynienia z
ekstremami.

. Udowodni¢, ze:
|sin 2z — sin 2y| < 2|x -y,
dla kazdych x,y € R.
Zauwazam, ze (sin2z)’ = 2cos2x < 1 = (2'). Bez straty ogdlnosci zalézmy, ze y > x. poniewaz funkcja z
rosnie nie wolniej niz funkcja sin 2z, dostajemy teze zadania. O
. Udowodnié¢, ze:
1

|arctgx — arctgy| < g|x -y,

dla kazdych z,y € (2, 00).

Zauwazmy, ze (arctgz)’ = 1+1I2. dla x > 2 mamy ﬁ < % = (é), Zatem na badanym przedziale funkcja

L. . T . 1
arctgz rosnie nie szybciej niz funkcja £-. O

. Udowodni¢, ze arcsinz + arccosx = § dla kazdego x € [-1,1].

Czyli pytamy o « + 3, gdzie sina = cos 3 = x oraz « € [—g, g], B3 € [0,7]. Poniewaz sina = cos Z — a, to
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7. Udowodnié¢ nieréwnosci:
2
a) cosz > 1~ % dlax>0,
2\/
Mamy (cosz)’ = —sinzx oraz (1 - %) = —x. Wiemy, ze z > sinz dla z > 0, a zatem dla = > 0, funkcja
/ z2 ! 0?
(coszx) > (1 - ?) oraz mamy cos0=1-%.0

b) e*>1+z,dlaxz<0,
To pytanie jest réwnowazne, z tym, ze e > 1 -z dla = > 0. (e7®) = —e™® > -1 = (1 - z) oraz
e%=1=1-0.0
8. Zalézmy, ze funkcja f(x) spelnia na przedziale X warunek Lipschitza, czyli istnieje L € R, ze dla kazdych
x,y € X, mamy |f(x) - f(y)| £ L|z — y|. Udowodnij, ze f jest na X jednostajnie ciagla.
Niech € > 0. Wtedy niech § = + dla z,y € X, takich ze |x —y| <0 mamy |f(z) - f(y)|< Lz -y|<Lé=¢. D



