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Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji:

A fx)=xz+e™”,

a)

dziedzine i miejsca zerowe

Dy =R, z+e® =0 jedli e = -z, czyli e = z, co na pewno nie zachodzi dla ujemnych x, bo wtedy
x <0, ae®>0. Ale nie jest to tez prawda, dla 2 > 0, bo €” = 1 > 0 oraz e* roénie szybciej niz z, bo
(e*) =€®>1=(zx)". Zatem f nie ma miejsc zerowych.

ciaglosé, granice w punktach nieciagtosci i na koncach przedzialéw okreslonosci

Funkcja jest ciagla, jako suma funkcji cigglych.

asymptoty

Poniewaz funkcja jest ciagla, nie ma asymptot pionowych. Sprawdzamy asymptoty poziome:

lim z+e™® = oo,

T—>00

bo x — oo oraz e™* - 0.

xT
lim z+e¢*=1lime* -z > lim el—?: lim
xr

T—>—00 Tr—>00 T—00

a zatem

lim z+e™ = co.

Tr—>—00

Zatem nie ma asymptot poziomych. Sprawdzamy ukosne:
I—>00 €T xr—o0 xTre
lim f(z) -z = lim e =0.
€T—>00 Tr—>00

A zatem y = x jest prawostronng asymptota ukosna.

-
. f(z . e
lim Q: lim 1- — =-o0,
Tr—>—00 €T xr—>—00 —-x
bowiem e™* — oo oraz —xr — oo, czyli z reguly de ’'Hospitala mamy j.w.
rozniczkowalnosé

Funkcja jest rézniczkowalna na calej prostej, i:
fl(x)=1-¢7".

przedzialy monotonicznosci, ekstrema

xT

l-e®=0o0ilee™ =1, czyli gdy x =0. A zatem:
e (-00,0) mamy f'(z) <0, a wiec f maleje,
e (0,00) mamy f'(z) >0, a wiec f rosnie

A zatem w punkcie x = 0 funkcja osigga swoje minimum.



f) druga pochodna, wypuklo$é, punkty przegiecia

f"(x) =e*, jest zawsze dodatnia, wigc funkcja jest wypukla i nie ma punktéw przegiecia.

g) tabela przebiegu zmiennosci funkcji

WSS f
(=00,0) | <0 | >0 | malejaca, wypukla
0 =0 | >0 minimum
(0,00) | >0 | >0 | rosnaca, wypukla

h) parzysto$¢, nieparzystosé, okresowosé
Funkcja nie jest parzysta, bo f(-1)=-1+e+1+ % = f(1). Nie jest tez nieparzysta, bo f(-1)=-1+e#
—(1+2) =-f(1). Oczywicie nie jest tez okresowa.

i) szkic wykresu

j) przeciwdziedzina
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Poniewaz f(0) =11 jest to minimum, to Ry = (1, 00).

3
B. g(z) = 1%,

a) dziedzine i miejsca zerowe
Mianownik 1 -2 =0 jesli x € {~1,1}. A zatem D; =R~ {~1,1}. Ponadto g(z) = 0 wtedy i tylko wtedy,

gdy z = 0.

b) ciaglosé, granice w punktach niecigglosci i na koncach przedzialéw okreslonosci

Funkcja jest ciagla na przedziatach (—oo,-1),(-1,1) oraz (1,00).

Mamy ponadto:

¢) asymptoty

Jim_ g(z) = oo
i o(a) = oo
i o) = -
Ji 9(2) =co
Ji o(2) = o

lim g(z) = -0

Tr—>00

Zatem wiadomo, ze mamy asymptoty pionowe obustronne x = -1 i z = 1. Nie ma asymptot poziomych.

Sprawdzamy ukosne:

2
lim g(x):lim im ——— =-1.
oo woee l—g2 a-oeo 1[/22-1
3 3
. . ToH+x-w . 1
Ay olr)ro=lim =y, 70



A zatem y = —x jest prawostronng asymptota ukosng.

2
1
lim M: lim T lim — =-1.
x—>-o00 zo—00 ] — 2 w—>—o0 1/x2 -1
3 3
. . r+r—x .
zl—l>r—noog(x)+x_zl—l>r—noo 1 - 22 _xl—l}—noo 1/x—x =0

A zatem y = —x jest wrecz obustronng asymptota ukosna.
d) rézniczkowalnosé

Funkcja jest rozniczkowalna na calej prostej, i:

, 322(1 - 22) + 22* z2(z? - 3)
A e A (e R
e) przedzialy monotonicznosci, ekstrema
2?(z>-3)=0o0ile z =0 lub z = +/3. A zatem:
e (-00,—/3) mamy ¢'(x) <0, a wiec g maleje,
(=V/3,-1) mamy ¢'(z) >0, a wicc g rosnie,

(-1,0) mamy ¢'(z) >0, a wiec g rosnie,

(0,1) mamy ¢'(z) >0, a wigc g rosnie,
(1,v/3) mamy ¢'(z) >0, a wiec g roénie,

(v/3,00) mamy ¢'(z) <0, a wiec g maleje.

A zatem w punkcie z = —/3 funkcja osiaga swoje lokalne minimum, a w punkcie = = \/3 osiaga lokalne
maksimum.

f) druga pochodna, wypuklosé, punkty przegiecia

M) - xz(x2—3))’:2m(x2+3)
o= (T

(=00,-1) mamy ¢"(z) >0, a wigc f wypukla,

e (-1,0) mamy ¢"(z) <0, a wiec f wklesla,

(0,1) mamy ¢"(x) >0, a wiec f wypukta,

(1,00) mamy ¢g”(z) <0, a wigc f wklesla.
Zatem 0 to punkt przegiecia.

g) tabela przebiegu zmiennosci funkeji
!

L 9 19" | g
(—00,—V3) | <0 [ >0 malejaca, wypukla
-3 =01]>0 lokalne minimum
(—V3,-1) | >0]>0 rosngca, wypukta
-1 - - asymptota pionowa obustronna
(-1,0) >0 | <0 rosnaca, wklesta
0 =01]=0 punkt przegiecia
(0,1) >01]>0 rosnaca, wypukta
1 - - asymptota pionowa obustronna
(1,V3) >0 | <0 rosnaca, wklesta
V3 =01 <0 lokalne maksimum
(V/3,00) <0 | <0 malejaca, wklesta.
h) parzysto$é, nieparzystosé, okresowosé
Funkcja jest nieparzysta, bo f(-x) = % = —f(z). Zatem nie jest parzysta, bo nie jest stala réwna

zero. Oczywiscie nie jest tez okresowa.



i)

j)

szkic wykresu

14

przeciwdziedzina

Oczywiscie Ry = R.

. h(z) =In(z? +1).

2)

dziedzing i miejsca zerowe

x e Dy, jesli 22 +1 >0, czyli 22 > -1, czyli Dy, = R.

Natomiast h(z) = 0, jesli In(2? +1) =0, czyli 2 +1=1, czyliz =0

ciaglosé¢, granice w punktach nieciagtosci i na koncach przedzialéow okreslonosci

Funkcja jest ciagla, jako zlozenie funkcji cigglych.

asymptoty

Poniewaz funkcja jest ciagta, nie ma asymptot pionowych. Sprawdzamy asymptoty poziome:

lim In(z% + 1) = oo,

€Tr—> 00
lim In(z? +1) = oo,

a zatem nie ma asymptot poziomych
Zatem nie ma asymptot poziomych. Sprawdzamy ukosne:

h In(z? +1 3= 2
lim h(z) = lim In(2"+1) = lim £*L = lim =0,
r—>o0 ¢ r—>00 xT z—oo ] r—o00 I + ]./iE

(skorzystaliSmy z reguly de I’'Hospitala), ale

lim h(z) = co.

T— 00

A zatem nie ma asymptoty uko$nej prawostronnej. Analogicznie, nie ma asymptoty lewostronnej.

rézniczkowalnosé

Funkcja jest rézniczkowalna na calej prostej, i:

2

B'(z) = (In(z? + 1)) = EREE

przedzialy monotonicznoéci, ekstrema

h'(z) =0, gdy v =0. A zatem:
e (—00,0) mamy h'(z) <0, a wiec f maleje,
e (0,00) mamy h'(z) >0, a wiec f rosnie

A zatem w punkcie x = 0 funkcja osigga swoje minimum.



j)

druga pochodna, wypukloéé¢, punkty przegiecia

won  2¢\  20@+1)-42®  2(z®-1)
h (x)_(a:2+1) T (#2412 (a2+1)%

zeruje si¢ dla z = £1. A zatem dla x < -1, h”(z) <0 i funkcja jest wklesta. Na (-1,1), h”(z) > 0, funkcja
jest wypukla i dla z > 1 mamy h”(x) < 0 i funkcja jest wklesta. Zatem +1 to punkty przegiecia.

tabela przebiegu zmiennosci funkcji
AV A"

(—o0,-1) | <0 | <0 | malejaca, wklesta
-1 <0 | =0 | punkt przegiecia
(-1,0) | <0 | >0 | malejaca, wypukta

0 =0 | >0 | lokalne minimum
(0,1) >0 | >0 | rosngca, wypukla

1 >0 | =0 | punkt przegiecia
(1,00) | >0 ] <0 | rosnaca, wklesta.

parzystosé, nieparzystosé, okresowosé
Funkcja jest parzysta, bo f(z) = In(22+1) = f(-x), zatem skoro nie jest stala réwna 0, nie jest nieparzysta.
Oczywiscie nie jest tez okresowa.

szkic wykresu
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przeciwdziedzina

Poniewaz granice w 00 to oo, a minimum to 0, mamy Ry, = [0, c0).



