Analiza matematyczna, 2016/2017
sprawdzian — rozwigzania

13 stycznia 2017, godz. 8:00

Zadanie 1, wersja A

Niech a,, n > 1, bedzie zadane nastepujaco:
1

11 1
Up=——+_—+-—+...+ ————.
1.2 2.3 3.4 n-(n+1)

a) Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze a,, = 5.

b) Niech A = {an:n >1,n € N}. Znajdz sup A oraz inf A
¢) Oblicz granice:

lim ——— | —
noe n2 4/

b

2n2 +sinn ( 1 )2017"
Gn,

odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie
a) Rzeczywiscie, dla n =1 mamy ag =1/(1-2) =1/(1+1) — zgadza sie.
Zalézmy, ze ay = k/k + 1 dla pewnego k, wtedy

1 k 1 k(k+2)+1 (k+1)2 k+1

Ag+1 = ap + = + = = = .
(E+1)(k+2) EkE+1 (k+1)(k+2) (k+1)(k+2) (k+1)(k+2) k+2

Co dowodzi kroku indukcyjnego. A zatem z zasady indukcji matematycznej mamy, ze a, = 5. O

b) Zatem A = {%, %, %, ...}. Poniewaz istnieje miniumum zbioru A, to min A = inf A = % Natomiast najmniejsze
ograniczenie gérne to 1. Rzeczywidcie, dla kazdego n, —t5 <1 oraz jedli a < 1 (zalézmy tez, ze a > 0), to dla

n > %=, mamy -2 > a. Rzeczywidcie wtedy n(1-a) > a, wigc n > an + a. Wobec tego sup A = 1.

c)
lim —

. sinn
2n2 +sinn . 1 \2017n L 2+ 1+ 12017 _ 52017
n—soo 12+ ./n

an n

Skorzystaliémy z tego, ze ciag (1 + %)n zbiega do e, oraz z tego, ze iloczyn ciagu organiczonego i zbieznego

do zera, zbiega do zera, czyli, ze =5 — 0.

Zadanie 2, wersja A

Niech bedzie dana nastepujaca funkcja:

2 9. 2, .
2r° - 2% +sinx 2 e dla (~o0, 1)

T+
f(x)={|z|r-1 dla z € [-7,0]
-2
;:2+:c dla z € (0, c0)



a) Korzystajac z reguly de 'Hospitala, znalezé:

lim f(x).

T—o>—T

=3

Zbadaé ciaglo$é funkeji f (wskazaé wszystkie punkty nieciaglodci). Odpowiedz uzasadnié.

Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (1,3).

o o
~— N N~

Znalezé asymptoty (pionowe, poziome, ukosne) funkcji f. OdpowiedZ uzasadnié.

@

Obliczyé¢ f'(z) na przedziatach (—oo,-7),(-m,—3) oraz (0,00). Sprawdzié, czy [ jest rézniczkowalna w
punktach -7 oraz 0. OdpowiedZ uzasadnic.

f) Znalez¢ przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkeji f na przedziale (0, c0).

g) Obliczy¢ réwnanie prostej stycznej do f w punkcie x = —27.

Rozwigzanie

a) Mamy lim, , .- 222-272+sinz = 0 oraz lim,_,_,- 2+ = 0, a zatem mozna skorzystaé z reguty de I'Hospitala,
i:
lim 222 - 272 + sinx - lim 4z +cosw _ 1
T—>—T" T+ T>—T" 1
b) Funkcja jest oczywiscie ciagla na pdlprostej (—oo, —7). Sprawdzamy ciaglo$é¢ w punkcie —7. Z poprzedniego
podpunktu, wiadomo ze lim,_,_,- f(z) = —47 — 1. Natomiast f(-7) = |-7|7r -1 = -47 -1 = lim,_,_,+ f(z).
Zatem funkcja jest ciggta w tym punkcie.

Ponadto funkcja jest ciagla na przedzialach (—pi,-3),(-3,-2),(-2,-1) i (-1,0). Nie jest natomiast ciagla
w xg € {-3,-2, -1}, bowiem w tych punktach lim, .- f(z) = (zo -~ 1)7 - 1 # zom - 1 = f(20).
) 1-2/z _

Nie jest réwniez ciagta w 0, bowiem lim, o+ f(7) = lim, 0+ ;277 = limgo+ —T = —00 i jest oczywiscie ciagta

na polprostej (0, 00), poniewaz caly ten przedzial nalezy do dziedziny funkcji wymierne;j.

¢) Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (1,3).

Zauwazam, ze:

3-2 1
3) = =50
=931
oraz 1 2 1
i e
=175

Badana funkcja jest ciagla na przedziale (1,3). A zatem z wlasnos$ci Darboux ma na nim pierwiastek.

d) Zaczynamy od asymptot pionowych. Jedyna szansa na to, ze dla pewnej skoficzonej liczby ¢, limg .+ f(x) =
+oo, to sytuacja, gdy c jest pierwiastkiem mianownika wyrazenia okreslajacego f. W przypadku pi juz zba-
dalidmy w pierwszym podpunkcie i nie ma tam asymptot. Jedyny inny pierwiastek mianownika w przedziale,
to 0 1 wiemy, ze limg_o+ f(2) = —o0, a zatem x = 0 jest prawostronng asymptota pionowa. SprawdZmy
asymptoty poziome:

. . _ . 1-2/: .
o lim, o f(2) =limg o fz—fz =limy 00 T/f =0, a zatem mamy prawostronng asymptote pozioma y = 0.
. . 2_ 924 . 20272 [z+3iDL . . .

o lim,, o f(x) = limgs o 2””11% = limg oo Zmoam[er T oo (korzystamy z tego, ze sinz jest

1+7/x
ograniczony). A zatem nie ma asymptoty poziomej lewostronne;j.

Zostaje wiec jeszcze opcja na lewostronng asymptote ukosna. Liczymy:

92— 27T2/I’2 + smzr
x

flx) . 222 - 212 +sinx
im ———————— =

a= lim —= = 3 = lim =2
z>-00 T—>—00 2+ z->=00 1+m/z
(ponownie korzystamy z ograniczonosci sin )
. 2 i
. . 202 -2n% +sing - 222 - 207 277 [x+ E -2
b= lim f(z)-az = lim = lim =-2
T—00 xr—>00 T+ T—>00 ]_+7'r/x

A zatem prosta y = ax + b = 2x — 2 jest lewostronng asymptota ukosna.



e) Jedli x € (—o0,—7), to:

222 - 272 +sinx ,_ (4z +cosz)(z+7) - (222 - 272 +sinx)  2(z+m)? —sinz + (x +7)cos
(z+m)? - (z+m)2

-

T+

Jedli natomiast x € (-, -3)
f'(z) = (-4m-1)" =0,

W konicu dla z € (0, 00):

-2 )'_ ?+r-(20+1)(x-2) -a’+4x+2
w2+zx)

(22 +2)? (22 +x)?

7@ =

W punkcie -7 mamy:

lim flx) - f(=m) _ lim 222 - 212 +sinz — (z + 7)(—4m - 1)
T>—T T+ T B T—>—T" ((E + 71')2 '

Poniewaz licznik i mianownik daza do zera, stosujemy regule de I’'Hospitala i mamy:

lim M: lim 4$+Cosx—(_477_1)-
T woe 2(x+7)

Ponownie licznik i mianownik daza do zera, stosujemy regule de I’Hospitala i mamy:

lim f(:z:)—f(—w): lim 4+sinz

T—>—T" X+ T—>—T"

Natomiast prawostronna granica to 0, wiec funkcja nie jest rézniczkowalna w tym punkcie.
Funkcja nie moze by¢ rézniczkowalna dla x = 0, bo nawet nie jest ciagla.

f) Widaé, ze jedyna mozliwoéé zerowania sie pochodnej na péiprostej (0, 00), to sytuacja, gdy —22 + 4z +2 = 0.
A=16+8=24. VA = 2\/6. Zatem T =2-— V6 oraz To =2+ /6. Poniewaz, x1 ¢ (0,00), to interesuje nas
tylko x5. Mianownik pochodne;j jest zawsze na tym przedziale dodatni i skonczony. Mamy wiec do rozwazenia
przedzialy:

e (0,2+6), f'(x) >0, funkcja rosnaca.
e (2+6),00), f'(z) <0, funkcja malejaca,

A zatem mamy lokalne ekstremum: = = 2 + /6 i jest to maksimum.

g) Liczymy:
8n? — 272
f(—QW):u:—ﬁﬂ'
272 - 2 -1
F(~2r) = ™ - T2
T w
A zatem styczna to
2r -1 2 -1
Y= T (x+27) -6 = T —on-2.

Zadanie 1, wersja B

Niech a,, n > 1, bedzie zadane nastepujaco:
1 1 1 1
p=—+—+—+... +———.
1-2 2.3 3-4 n-(n+1)

1

a) Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze a, =1~ —.

b) Niech A = {-a,:n >1,n¢eN}. Znajdz sup A oraz inf A
c¢) Oblicz granice:

lim

nooo m24/n

3n2 +cosn ( 1 )2016”
an, ’

odpowiedZ uzasadnij.



Rozwigzanie
a) Rzeczywiscie, dla n =1 mamy ag=1/(1-2)=1-1/(1+1) = 1/2 — zgadza sie.
Zalézmy, ze ap, =1 -1/(k + 1) dla pewnego k, wtedy

1 1 1 E(k+2)+1 (k+1)2 E+1 1
A1 = A + =1- + = = = -1- .
(k+1)(k+2) k+1 (E+1)(k+2) (k+1)(k+2) (k+1)(k+2) k+2 k+2
. . . . .. . . _ 1
Co dowodzi kroku indukcyjnego. A zatem z zasady indukcji matematycznej mamy, ze a, =1- —5. O
b) Zatem A = {—%,—%,—%,...}. Poniewaz istnieje maksimum zbioru A, to maxA = sup A = —%. Natomiast
najmniejsze ograniczenie dolne to —1. Rzeczywiscie, dla kazdego n, -1 + ﬁ > -1 oraz jedli a > -1 (zalézmy
tez, ze a < 0), to dlan > %, mamy -1~ ﬁ < a. Rzeczywiscie wtedy n(1+a) > —a, wiec n > —an —a. Wobec
tego inf A = 1.
c)
- N2 + cosn. . (1)2016n . 3028271 .(1 1)2016n _ 52016
n—soo n2+./n an, n-oo 1 +n-3/2 n

Skorzystalidémy z tego, ze ciag (1 + %)n zbiega do e, oraz z tego, ze iloczyn ciagu organiczonego i zbieznego
do zera, zbiega do zera, czyli, ze 5" — 0.

Zadanie 2, wersja B

Niech bedzie dana nastepujaca funkcja:

- -2
2

dla x € (—00,0)

T -

flx)={-Tzlmr=1 dla z € [0, 7]

222 - 272 +sinzx
———————— zedla (7 0)
-r+m

a) Korzystajac z reguly de ’'Hospitala, znalezé:

lim+ f(x).

b) Zbadaé cigglosé funkcji f (wskazaé wszystkie punkty nieciaglosci). Odpowiedz uzasadnié.

¢) Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkeja f ma pierwiastek w przedziale (-3,-1).

d) Znalezé asymptoty (pionowe, poziome, ukosne) funkcji f. OdpowiedZ uzasadnié.

e) Obliczyé f'(z) na przedziatach (—o0,0), (3,7) oraz (m, 00). Sprawdzié, czy f jest rézniczkowalna w punktach

7 oraz 0. Odpowiedz uzasadnié.
f) Znalezé przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkcji f na przedziale (—o0,0).

g) Obliczyé réwnanie prostej stycznej do f w punkcie x = 27r.

Rozwigzanie

a) Mamy lim,_ .+ 222 - 272 +sinx = 0 oraz lim,_ .+ —z+7 = 0, a zatem mozna skorzystaé¢ z reguty de ’'Hospitala,
i
222 -27% +sinx . 4dx+cosx
lim ———— = lim ———— =—-4n-1.
-t -+ T -t —



b)

Funkcja jest oczywiscie ciagla na pélprostej (m,00). Sprawdzamy ciagto$é w punkcie 7. Z poprzedniego
podpunktu, wiadomo ze limg_.+ f(x) = —4w — 1. Natomiast f(7) = =[w|r =1 = =47 — 1 = lim,, .+ f(x).
Zatem funkcja jest ciagla w tym punkcie.

Ponadto funkcja jest ciagla na przedzialach (0,1),(1,2),(2,3) i (3,7). Nie jest natomiast ciagla w z¢ €
{1,2,3}, bowiem w tych punktach lim, ¢ fl@)=—(zo+)m—-1%-xom-1= f(x0).

-1-2/z _

Nie jest réwniez cigglta w 0, bowiem limg,_o- f(x) = limg_o- ;f:g = limgo- =5 = —oo i jest oczywiscie

ciggla na pélprostej (—o0,0), poniewaz caly ten przedzial nalezy do dziedziny funkcji wymierne;j.

Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (-3,-1).

Zauwazam, ze:

3-2 1
=93 10

oraz 1 9 1
NN=—2-"2"¢0
F=1) 1+1 2 <

Badana funkcja jest ciagla na przedziale (-3,-1). A zatem z wlasnoéci Darboux ma na nim pierwiastek.

Zaczynamy od asymptot pionowych. Jedyna szansa na to, ze dla pewnej skonczonej liczby ¢, limg_, .+ f(x) =
+00, to sytuacja, gdy c jest pierwiastkiem mianownika wyrazenia okreslajacego f. W przypadku 7 juz zbada-
liSmy w pierwszym podpunkcie i nie ma tam asymptot. Jedyny inny pierwiastek mianownika w przedziale, to
0 i wiemy, ze lim,_o- f(z) = —o00, a zatem x = 0 jest lewostronng asymptota pionowa. Sprawdzmy asymptoty
poziome:

-1-2/z
z-1

o lim, ., o f(x) = limy_o ;3—_5 = limg, o = 0, a zatem mamy lewostronna asymptote pozioma
y=0.

— o2 sina

o lim, o f(2) =limg oo %

niczony). A zatem nie ma asymptoty poziomej prawostronnej.

2¢%-2n%+sinx

= = —oo (korzystamy z tego, ze sinz jest ogra-

=limg o

Zostaje wiec jeszcze opcja na lewostronna asymptote ukosna. Liczymy:

. 2.2, si
. f(x) . 22 -27f+sine | 2-2m7[xt+ ST
a= lim === lim ——————= lim =-2
z>-00 z->=00 -2+ T—>—00 -l+7/x

(ponownie korzystamy z ograniczonosci sin )

. 2 1 "
) . 22?2 -2n%+sine - 202 + 207 27 [x 4+ E 42
b= lim f(z)-ax = lim = lim =-2
z—00 z—00 —x+mw z—00 -l+7/z

A zatem prosta y = ax + b = —2x — 2 jest prawostronng asymptota ukosna.

Jedli x € (7, 00), to:

222 - 272 +sinz ) _ (4z+cosz)(—z+7)+ (20° - 2n° +sinz)  2(-x+m)? —sinz+ (—x+7)cosw
- (x+7)2 - (—x + )2

F(n) = (

-+ T

Jesli natomiast x € (3,7)
f'(@) = (=47 =1)" = 0,

W koricu dla x € (-00,0):

-2\ -2?-z-(2r-1)(-z-2) z*+4w-2
): (22 -x)? T (2?-2)?

7@ =

2 -2

W punkcie 7 mamy:

lim M: lim 222 - 212 +sinz — (x — ) (4w - 1)

r-mt xT — Tt ($ - 7T)2



Poniewaz licznik i mianownik daza do zera, stosujemy regute de 'Hospitala i mamy:

. fx)-f(r) .. Adx+cosx—(-4m-1)
lim ————— = lim :
xr—T ot 2(;13 —71—)

-t
Ponownie licznik i mianownik daza do zera, stosujemy regule de I'Hospitala i mamy:

lim M lim w =9,

o7t x T—>—T" 2
Natomiast prawostronna granica to 0, wiec funkcja nie jest rézniczkowalna w tym punkcie.
Funkcja nie moze by¢ rézniczkowalna dla x = 0, bo nawet nie jest ciagla.
Widaé, ze jedyna mozliwo$é zerowania sie pochodnej na pétprostej (0, ), to sytuacja, gdy =2 + 4z -2 = 0.
A =16+8=24. VA = 26. Zatem z1 = -2 — /6 oraz o = -2 + /6. Poniewaz xo ¢ (-00,0), to interesuje nas
tylko x1. Mianownik pochodnej jest zawsze na tym przedziale dodatni i skonczony. Mamy wiec do rozwazenia
przedzialty:

e (—00,-2-/6),00), f'(x) >0, funkcja rosnaca,

e (-2-16,0), f'(x) <0, funkcja malejaca.

A zatem mamy lokalne ekstremum: x = -2 — /6 i jest to minimum.

Liczymy:
8n? - 272
100 L —
-
2%+ 1-2
F(2m) = 7r2 T m
7r i
A zatem styczna to
1-2 1-2
Y= 7T(a:—27r)—67r: T —2m-2.
T



