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1. Niech a,, bedzie suma kwadratéw pierwszych n liczb nieparzystych (czyli a, = 12 +3%+...(2n - 1)?).

a) Udowodnij, korzystajac z zasady indukeji matematycznej, ze
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konczy krok indukcyjny, a zatem z zasady indukcji matematycznej a,, = w dla kazdego n. O

b) Wykaz, ze ciag b, = —a,, jest nieograniczony z dotu.
Rzeczywiécie ”(422_1) > "(3"32_3) =n(n?-1)>n,dlan >1 (bo wtedy n? -1 > 1). Zatem dla kazdej

liczby rzeczywistej x € R znajde n € N, takie ze —n < x. Wtedy b,, = —a,, < —n < x, co dowodzi, ze b,
jest nieograniczony z dotu.

c¢) Oblicz:
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SkorzystaliSmy z tego, ze zawsze:
0<vn-|vn|<1,

a zatem jest to ciag ograniczony i przemnozony przez ciag zbiezny do 0, czyli
zera.

%, iloczyn zbiega do

2. Niech funkcja f bedzie zadana nastepujaco:

g+1 dla x € (o0, -6)
(22 - 18)(z + 6)
m dla z € [-6,00) \ {-3,6}

a) Sprawdzi¢, czy funkcja f jest ciagla w punkcie z = —6. OdpowiedZ uzasadnié.
Mamy:
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a zatem granica istnieje i jest réwna zero, oraz f(—6) = 0, zatem funkcja jest ciagla w tym punkcie.
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b)

Korzystajac z wlasnosci Darboux, udowodnié, ze funkcja f ma pierwiastek w przedziale (4,5).

Mamy f(4) = %’? >0 oraz f(5) = % < 0, a zatem z wlasnoéci Darboux istnieje punkt ¢ € (4,5), ze
f(e)=0.

Znalez¢ asymptoty (pionowe, poziome, ukosne) funkcji f. Odpowiedz uzasadnic.

Zacznijmy od pionowych — maja szanse wystapi¢ tam, gdzie funkcja jest nieokreslona z powodu poten-
cjalnego zera w mianowniku. Czyli dla x € {-3,6}. Rzeczywiscie:
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a zatem zaréwno z = -3, jak i = 6 sa obustronnymi asymptotami pionowymi.
Zbadajmy asymptoty poziome:
o lim, ., o f(2) =limy o g +1=0+1=1, a zatem y = 1 jest lewostronng asymptotg poziomg.
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nej asymptoty poziomej — to sugeruje, ze trzeba tu zbadaé¢ asymptote pozioma.

o lim, o f(2) =limg o = 00, wiec nie ma prawostron-

I rzeczywiscie:
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A zatem prosta y = x + 3 jest szukang prawostronng asymptota ukosna.

Obliczy¢ f'(z) dla x € (—o00,—6) oraz = € (-6,00) \ {-3,6}. Sprawdzié, czy f jest rézniczkowalna w
punkcie x = —6. Odpowiedz uzasadnié.

Dla z € (—o0,-6) mamy:
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x x
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Zatem w x = —6 mamy:
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A zatem funkcja nie jest rézniczkowalna w tym punkcie.



e) ZnaleZé przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema lokalne funkeji f.
Widaé, ze f'(x) = 0 tylko jedli x = 0 lub 2% ~62-54 = 0. W tym drugim wypadku A = 36+216 = 252 = 4-63,
a zatem x1 = 3 — /63,22 = 3 +1/63. Poza tymi trzema kandydatami na ekstremum, pochodna moze
zmienia¢ znak w punktach, w ktérych nie jest okreslona, czyli -3 oraz 6, a takze w punkcie, w ktérym
funkcja jest nierézniczkowalna, czyli —6. Poniewaz 7 < /63 < 8, wiemy, ze: -6 <3 -1/63 <-3<0<6<
3+1/63. A zatem mamy do zweryfikowania nastepujace przedzialy:

x € (—00,-6), to f'(x) <0, funkcja maleje

z € (=6,3-63), to f'(x) > 0, funkcja rognie

z € (3-63,-3), to f'(z) <0, funkcja maleje

x € (-3,0), to f'(x) <0, funkcja maleje

x €(0,6), to f'(x) <0, funkcja maleje

z € (6,3+63), to f'(x) <0, funkcja maleje

z e (3+63,00), to f'(x) >0, funkcja rosnie

A zatem 0 to nie ekstremum, za to 3 — V63 to lokalne maksimum, a 3 — V63 to lokalne minimum.
Dodatkowo -6 to tez lokalne maksimum. A funkcja wyglada mniej wiecej tak:
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f) Obliczy¢ réwnanie prostej stycznej do f w punkcie x = 2.

12 = 4'1(6??) =272 oraz f(2) = % = 2—58 =5,4. A zatem styczna ma réwnanie:

y=2,72(x-2)+5,4=2,72x -0, 44.
g) Korzystajac z reguly de 'Hospitala oblicz:
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Mozemy uzy¢ reguty de 'Hospitala, bo lim,_, s = —00 oraz lim, o (6 + ) Inz? = —co. Zatem:
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poniewaz dla |z| > 1 mamy Inz? > In |z| oraz lim, e Inx = co.



